Kdyz se matematika potka s biologii:
matematicka ekologie

Viastimil Krivan, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Clanek se zabyva nékterymi aplikacemi matematiky v ekologii. V historickém kon-
textu ukazuje, ze jednak teoretické zéklady populacni a evolu¢ni ekologie vyuzivaji mate-
matické metodologie zaloZené na diferencialnich ¢i diferenc¢nich rovnicich, jednak ekologické
problémy motivuji vznik novych matematickych disciplin, jako je napf. evolu¢ni teorie her.

1. Matematika v populaéni ekologii

Aplikace matematiky v modelovani zmén pocetnosti populaci jsou staré. Dobie je
znama tzv. Fibonacciova! posloupnost

{an}2, =(1,1,2,3,5,8,13,...),

ktera popisuje rist poc¢tu para kralikit v ¢ase [2]. Tento model pfedpoklada, Ze na
pocatku budeme mit jeden par mladych kralika (a3 = 1). Ti po uritém Gasovém
kroku (vyjad¥eném napf. v mésicich) dospé&ji. V Case 2 tedy budeme mit stale pouze
jeden par (az = 1) a po dalsim ¢asovém kroku bude mit samice pravé jeden par
potomki: jednu samici a jednoho samce. Celkem tedy budeme mit po dvou ¢asovych
jednotkach dva pary kraliki (ag = 2). V dalsim ¢asovém kroku bude mit nas ptivodni
krali¢i par opét jeden par mladat, zatimco kralici z prvniho vrhu dospégji. Celkovy
pocet krali¢ich para tak bude po tfech ¢asovych krocich a4y = 3. Indukci dospé&jeme
k rekurentnimu vztahu

py1 =0p +ap_1, a1 =1, az=1.

Vzhledem k tomu, Ze se jedné o linearni diferen¢ni rovnici, lze feSeni zapsat v uzavie-

ném tvaru?
1 (1+V5 1 (1-5
A, = — -
VB 2 Ve 2

ITato posloupnost se nazyva podle italského matematika Leonarda z Pisy, téZ znamého jako Fi-
bonacci, ktery zil na pfelomu 12. a 13. stoleti.

2Reseni hledame ve tvaru an, = A". Po dosazeni do rovnice vyjde Ay = % Obecné feSeni

n n
diferen¢ni rovnice je linearni kombinace c¢1 <1+2\/3> +c2 (1727‘6) . Konstanty ¢; a ¢ ur¢ime z po-

¢ateCnich podminek a; = a2 = 1.
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Matematické modely popisujici pocetnost lidské populace se vyuzivaji v demografii.
Predikcemi ristu lidské populace se zabyval napt. Leonhard Euler [2]. Jednim z impul-
su ke studiu tohoto problému byla v té dob& popularni problematika vérohodnosti
nékterych biblickych tdaju. Bylo nap¥. zpochybiiovano, zdali je mozné, aby populace
lidi dosahla 200 let po biblické potopé cca jednoho milionu osob. Euler vysel z biblic-
kého predpokladu, Ze potopu prezil Noe s manzelkou a jejich t¥i synové (Sem, Cham
a Jafet) s manzelkami. Dale pfedpokladal, Ze populace rostla geometricky, tj.

Tptl = Ty + TTn,

kde z, znaci velikost populace v n-tém roce a parametr r je tzv. specificka ristova
rychlost populace. ReSeni této rovnice s po¢atec¢ni velikosti populace xg v ¢ase n = 0 je

Tn = (1+7)"x0.

Jestlize do vztahu dosadime 2y = 6 (pocatecni velikost populace zahrnujici t¥i syny
s manZelkami) a pfedpokladame, Ze za 200 let od potopy populace doséhla velikosti
200 = 1000000, obdrzime roéni ristovou rychlost populace r ~ 0.06. Tato hodnota
odpovidala ristu populace ve velkych anglickych méstech v 18. stoleti a tudiz se zdéla
byt realna. Problém s timto modelem je v tom, Ze po dalsich 200 letech model predikuje
velikost populace vice nez 10 miliard obyvatel. Model exponencidlniho rustu se stal
zékladem tzv. malthusidnstvi. Reverend T.R. MALTHUS (1766-1834) predpokladal,
Ze lidska populace poroste v ¢ase exponencialné, ale zdroje pro obzivu porostou pouze
linearné, coz povede ke stradani. Tato tivaha pfedpoklada, ze rust lidské populace je
do zna¢né miry nezavisly na mnozstvi zdroji obzivy.

Zavislost rustové rychlosti populace na mnoZstvi zdroji studoval PIERRE VER-
HULST (1804-1849), ktery zavedl tzv. logisticky riist populace [2]. Ten kromé para-
metru r pracuje s dal§im parametrem K > 0, tzv. nosnou kapacitou prostiedi. Speci-
ficka ristova rychlost populace je v tomto modelu (1 — 2/K), coz je klesajici linearnt
funkce velikosti populace z. Jednim z priklada takovéto zévislosti je vnitrodruhova
konkurence? o zdroje, ktera se zvysuje s rostouci velikosti populace a zpiisobuje sni-
zovani specifické ristové rychlosti populace. Logisticka diferen¢éni rovnice

Tp+1 = T, + ra, (1 — %) (1)

ma velice zajimavé chovani, jak doklada obr. 1. Pro malé hodnoty parametru r > 0 po-
pulace konverguje k nosné kapacité prostredi K. Pro vyssi hodnoty parametru r vzni-
kaji periodicka feSeni, jejichz perioda se postupné zdvojnasobuje. Pro kone¢nou hod-
notu parametru r dojde ke vzniku tzv. chaotickych (neperiodickych) FeSeni [26], [11].
Diferenéni rovnice se v ekologii pouzivaji k popisu vékové synchronnich, nap¥. hmyzich
populaci.

V piipadé spojité se rozmnozujicich populaci (typickym piikladem je lidska popu-
lace, ktera je smésici jedinct rizného stari) se k popisu zmén ve velikosti populace
pouzivaji diferencialni rovnice. Ty se typicky odvozuji z diferen¢nich rovnic pomoci li-
mitniho pfechodu pro ¢asovy krok konvergujici k 0. V piipadé logistické diferenéni rov-
nice predpokladame, Ze délka ¢asového kroku neni 1 (napi. 1 rok), ale A > 0. Ze znamé

3Jedna se o vyjadieni vztahu organismi, které soutézi o n&jaky zdroj (napi. rostliny o svétlo,
zivocichové o potravu apod.).
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Obr. 1. Obrazek znazoriiuje numerické feseni diferen¢ni logistické rovnice (1) pro fadu hod-
not parametru r a nosnou kapacitu prostfedi K = 1. Pro kazdou hodnotu parametru bylo
vypocteno 10000 hodnot posloupnosti x, s pocateéni podminkou zo = 0.2. Na obréazku je
zobrazeno vzdy poslednich 500 hodnot takto ziskané posloupnosti.

velikosti populace v ¢ase t odvodime rovnici pro velikost populace v ¢ase t + A. V pii-
padeé logistické diferen¢ni rovnice, pro kterou se populace v ¢asovém intervalu od ¢t do
t+1 zméni o r(t)z(t)(1—x(t)/ K), bude zména za dobu A rovna r(¢)z(¢)(1—xz(t)/K)A.
Pro velikost populace v ¢ase t + A tak obdrzime vztah

z(t+ A) = x(t) + ra(t) <1 — %)A

Upravou na tvar
z(t+ A) — z(t) x(t)
AL —— e raz(t)( — —>

a limitnim pfechodem pro A — 0 obdrZime logistickou diferencialni rovnici

i—f(t) - rm(t)(l - %)

Na rozdil od diskrétni verze se feSeni této rovnice s kladnou pocéateéni podminkou
chovaji ,jukdznéné“ a konverguji k hodnoté K pro libovolnou hodnotu parametru
r> 0.4

Jednou ze zakladnich otazek ekologie je pochopeni zdkonitosti mechanismii bio-
diverzity na Zemi. Vzhledem k velikému mnozstvi druhi, které v dané oblasti
(napf. v tropech) mohou koexistovat, se jedna o obtiZzné fesitelny problém. Matema-
tické modelovani v ekologii se proto ve svych poc¢atcich zamétilo na nalezeni zakonitosti
biodiverzity v systémech skladajicich se ze dvou druhi, které jsou bud ve vztahu dravce
a jeho kofisti, nebo dvou druhii konkurujicich si o spoleény zdroj (napf¥. potravu).
V dalsi kapitole se zamé&fime na historii modelovani koexistence dravce a jeho kofisti.

4Na rozdil od logistické diferenéni rovnice ma logisticka diferencialni rovnice s po¢ateéni podminkou
z(0) = xo feSeni v uzavieném tvaru: z(t) = Kzoe™t /(K + zo(e” — 1)).
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Obr. 2. Procentualni zastoupeni dravych ryb v celkovém tlovku v pristavu Rijeka v pribéhu
let 1914-1923 (podle [2])

1.1. KdyzZ se biolog potkd s matematikem

Po prvni svétové valce zaujala mladého italského biologa UMBERTA D’ANCONU
(1896-1964) data tykajici se alovki ryb v piistavech Jaderského mote. V8iml si, Ze po-
mérné zastoupeni dravych ryb v tlovku se b8hem prvni svétové valky zvysilo (obr. 2).
Vzhledem k tomu, Ze se rybolov béhem valky v Jaderském mofi snizil v disledku
operaci rakousko-uherského vale¢ného namotnictva, d’Ancona pfedpokladal, Zze doglo
ke zvySeni pocetnosti populace ryb. Nebylo mu vSak jasné, pro¢ by nartust populace
dravych ryb mél byt vyssi ve srovnani s byloZzravymi rybami. Zde zasahla nahoda.
D’Ancona mél doktorandku (a pozd&jsi manzelku) Luisu, dceru znamého italského
matematika Vita Volterry. Volterru problém zaujal a v kratké dobé publikoval jedno
z moznych vysvétleni uvedené zahady [39]. Volterrovo Feseni bylo zaloZeno na matema-
tickém modelu, ktery popisoval populaéni dynamiku hypotetického systému skladaji-
ctho se z populace dravee a jeho kofisti. Volterra predpokladal, Ze (a) populace kofisti
v nepfitomnosti dravce poroste exponencialné se specifickou rastovou rychlosti r > 0,
(b) mnozstvi kofisti sezrané jednim dravcem za jednotku ¢asu je pfimo amérné velikosti
populace kofisti s konstantou tmérnosti A > 0, (c¢) produkce novych dravea je p¥imo
amérna mnozstvi zkonzumované potravy s konstantou imeérnosti e > 0 a (d) specificka
mortalita dravet je m > 0. Za téchto predpokladi jsou zmény v pocetnosti kofisti R(t)
a dravce C(t) v ¢ase ¢ popsany soustavou diferencialnich rovnic

(Z—R = R(r — \C),
v (2)
E = C(€>\R — m)

Volterra ukazal, Ze vSechna kladna FeSeni (tj. FeSeni, ktera maji biologicky smysl)
soustavy jsou periodické funkce, jejichZ perioda zavisi na zvolenych pocatecnich pod-
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minkach®. Déle dokézal, Ze primérna velikost populace ko¥isti B = L [7 R(t)dt
a dravce C = % fOT C(t)dt, kde T je perioda, spliuji

pfitemZ tento bod je stacionarnim bodem® soustavy (2).
Uvazujme nyni vliv rybolovu. Ozna¢ime-li ¥ > 0 intenzitu rybolovu (vyjadfenou
napf. po¢tem rybaiskych lodi v dané oblasti apod.), pak model (2) s rybolovem bude
mit tvar
— =R(r—XC)—kR=R((r—k)—AC),

ac (4)
Fr =C(eAR—m)— kC =C (eAR— (m + k))

a stacionéarni bod je

- = m+K r—K

(R’C)_< ex oA )
Vidime tedy, Ze pfi snizujici se intenzité rybolovu (sniZujici se ) b&hem valky pru-
mérna velikost populace bylozravych ryb klesla, zatimco primérna velikost populace
dravych ryb vzrostla. To je v kvalitativni shodé s empirickymi pozorovanimi d’Ancony.

Volterrav model je zajimavy jesté z dalstho hlediska. Popisuje jeden z fady mecha-

nismu zékonitosti zachovani biodiverzity, v tomto pfipadé koexistenci populace dravce
a jeho kofisti. Jak je mozné, ze dravec nevyhubi svoji kofist a nasledné nevyhyne? Mo-
del (2) dava jednu z moznych odpovédi. Dochézi zde k tomu, Ze populaéni dynamika
dravce se zpozduje viidi koFisti” priblizné o jednu &tvrtinu této periody (obr. 3), coZ
zabraiuje tomu, aby dravci zkonzumovali veskerou kofist a nasledné vyhynuli.®

1.2. Experimentalni ovérovani modelu

Prace V. Volterry zaujala mladého studenta moskevské univerzity GEORGIJE FRAN-
CEVICE GAUZEHO? (1910-1986), ktery se rozhodl Volterriv model experimentalné
ovéfit. Pracoval s fadou riznych organismi, napf. s prvoky, roztoci, kvasinkami a do-
spél k raznym vysledkim. V nékterych pripadech doslo k tomu, Ze dravec sezral kotist
a nasledné vymfel. V jinych piipadech obé populace koexistovaly, ale jejich populaéni
dynamika kvalitativné neodpovidala predikcim Volterrova modelu. Gauze se zaméril
na predpoklady Volterrova modelu a ukazal, Ze nejméné dva z nich pro jeho laboratorn{
pokusy neplati. Volterra predpokladal, Zze konzumace kofisti jednim dravcem je pFimo
amérné velikosti populace kofisti R, tj. ¢im vice kofisti bude v prostiedi, tim vice ji

5Pro soustavu diferencialnich rovnic (2) je funkce
V(R,C) =m (R/R—1In(R/R)) +r (C/C —In(C/T))

(kde R a C jsou dany vztahem (3)) prvnim integralem, tj. je konstantni podél kazdého Feseni soustavy.

6Stacionarni bod pro soustavu diferencialnich rovnic zapsanou ve vektorovém tvaru dz/dt = f(z),
kde z € Ry, f: Ry — Ry, je bod z* € Ry, spliwjici f(z*) = 0.

"Linearizaci v okoli stacionarniho bodu se lze pFesvédéit, e perioda fluktuaci s malou amplitudou
je priblizng 2w /\/rm.

8Model (2) se nazyva Lotkiv—Volterritv model. Alfred J. Lotka, americky chemik, pouzil stejné
rovnice k popisu chemickych reakef [25].

90bvykly anglicky a némecky pfepis jeho jména je GAUSE.
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Obr. 3. Numerické simulace Lotkova—Volterrova modelu (2). Panel (a) zobrazuje FeSeni s po-
Zatecni podminkou (R(0),C(0)) = (3,1) jako dvojici funkci v zavislosti na ase (velikost
populace kofisti R(t) plnou ¢arou, velikost populace dravce C(t) ¢arkovanou ¢arou). Pa-
nel (b) zobrazuje vybrané trajektorie jako parametrizované ki¥ivky t — (R(t),C(t)) ve fazo-
vém prostoru (vnitini trajektorie odpovida FeSeni z panelu (a) a stacionarni bod je dan v (3)).
Parametry: r =1, A=1,e=0.5, m = 1.

dravec sezere. Tento pfedpoklad je zjevné nerealny pfi vysokych poctech koristi, kdy
dochazi k fyziologickym ¢i dalsim omezenim v rychlosti konzumace potravy. Gauze se
spoluautory proto v praci [17] pfedpokladali, Ze mnoZstvi potravy zkonzumované jed-
nim dravcem za jednotku &asu je popsano nezapornou, rostouci a omezenou funkei ! f,
coz vedlo k modelu

dR
a =rR - f(R)C, 5)
dC

Dale dokazali, zZe pokud existuje (kladny) stacionarni bod (R*, C*), pak je lokalng
asymptoticky stabilni, pokud platil!

Af oy o SU)
SR> S 6)

100tazkou konkrétniho tvaru funkce f se zabyval o fadu let pozdé&ji kanadsky entomolog C.S. Hol-
ling, ktery experimentalné odvodil nékolik moznych tvart [20]. Jednou z nejpouzivanéjsich je funkce
f(R) = AR/(1 4+ AhR), ktera se nyni nazyva Hollingova funkéni odpovéd druhého typu; parametr h
ma vyznam prumérné doby, po kterou dravec ,zpracovava“ kofist.

HStacionarni bod z* € R, je (globalng) asymptoticky stabilni, pokud je ljapunovsky stabilni
(FeSeni zacinajici v okoli z* ziistavaji blizko z*) a v8echna feSeni konverguji pro t — oo k bodu z*.
Pokud tyto dvé podminky plati pouze lokalné, tj. pro FeSeni s pocateénimi podminkami z néjakého
okoli stacionarniho bodu, pak fikame, Ze je stacionarni bod lokalné asymptoticky stabilni. Podminka
lokalni stability (6) se odvodi na zakladé linearizace soustavy (5) v okoli stacionarniho bodu. Jacobiho
matice parcialnich derivaci pravé strany soustavy (5) ve stacionarnim bodé (R*, C*) splaujicim rR* =
= f(R*)C* a ef(R*) = m je rovna

r— SR(R)CT —f(RY)
edL (R¥)C* 0 :
Podminka lokalni stability (6) implikuje, Ze stopa matice je zaporné, a vzhledem k predpokladim, Ze

funkce f je pro R > 0 kladné a rostouci, je determinant matice kladny. Odtud plyne, ze realné ¢asti
vlastnich ¢isel jsou zaporné a stacionarni bod je lokalné asymptoticky stabilni.
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Obr. 4. Numerické feseni Gauzeho modelu (5) s Hollingovou funkei f(R) = AR/(1 + AhR).
Panel (a) znazoriiuje Casové zmény ve velikosti populace kofisti (plna ¢ara) a dravce (Earko-
vané ¢ara). Panel (b) znazoriuje stejnou trajektorii ve fazovém prostoru. Parametry: h = 0.1,
ostatni stejné jako u obr. 3.

Podminka stability (6) je ekvivalentni s tim, Ze pomér konzumované kofisti vaéi cel-
kové velikosti populace kofisti je rostouci funkce v bodé R* (tj. 4= (f(R*)/R*) > 0).
Jinymi slovy, aby dravec efektivné kontroloval exponencialni rast populace kofisti,
musi se jeho apetit zvySovat rychleji, nez se zvysuje velikost populace kofisti. Zpoma-
lujici se schopnost dravce zrat kofist pii zvysujicim se po¢tu kofisti vede k destabilizaci
popula¢ni dynamiky. To je pfipad Hollingovy funkéni odpovédi f(R) = AR/(1+ AhR),
pro kterou se trajektorie modelu (5) pro malé hodnoty parametru h > 0 odvijeji od
stacionarniho bodu se zvy3ujici se amplitudou (obr. 4). Vzhledem k tomu, Ze se tra-
jektorie populace kofisti i dravce v uréitych ¢asovych okamzicich p¥iblizuji k nulovym
hodnotam, model predikuje, Ze populace dravce nebo populace kofisti vyhyne (hod-
noty Feseni jsou mensi neZ by odpovidalo jednomu jedinci v populaci) a dravec tedy
nemize trvale koexistovat s kofisti.

Gauze dale pozoroval, Ze v nékterych jeho experimentélnich systémech dochazelo
k tomu, Ze se kofist mohla pfed dravcem ,ukryt“. Napt. kvasinky, které sedimento-
valy na dno zkumavky, nemohly byt sezrany trepkou, ktera se pohybovala ve vodnim
sloupci. K sedimentaci kvasinek dochazelo pii jejich nizkych koncentracich. Gauze tedy
postuloval, Ze p¥i nizkych koncentracich je kofist v ukrytu a nemize byt konzumovéana
dravcem, coz jej vedlo k modifikované funkéni odpovédi

= _f 0 pokud R < R,
f(R) = { f(R) pokud R > R,, (7)

kde R. zna¢i maximalni velikost populace kofisti, ktera se vejde do tukrytu. Autofi
prace [17]'2 na zdkladé grafické analyzy vektorového pole predikovali, Ze kombinace
nelinearni funkéni odpovédi a tkrytu pro kofist vede ke vzniku lokélné asymptoticky

12 Jednim ze spoluautorii této prace byl rusky matematik a fyzik Alexandr Adolfovi¢ Vitt, profesor
na Moskevské statni université, ktery se stal obéti Stalinova teroru a zemiel v roce 1938 v gulagu na
Kolymé&. V prvnim vydani knihy Teoria kolebanij, ktera vysla v roce 1937, kdy byl A. A. Vitt zatéen,
chybi jeho jméno nejenom jako spoluautora knihy (dal§imi autory byli A. A. Andronov a S. E. Chaj-
kin), ale bylo vymazano dokonce i ze seznamu literatury. Jeho jméno také chybi v anglickém prekladu
Theory of oscillations z roku 1949 a objevilo se aZ v anglickém vydani z roku 1966.
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Obr. 5. Numerické FeSeni modelu (5) dravce a jeho kofisti v pfipadé, kdy ma korfist tukryt.
Funkéni odpovéd je dana vzorcem (9). Panel (a) znazorhuje asové zmeény ve velikosti popu-
lace kofisti (plna ¢ara) a dravce (Carkovana Gara). Panel (b) znazornuje vektorové pole, které
je nespojité podél vertikalni pfimky R = R. = 1. Resenf diferencialni rovnice (¢arkované) ve
Filippovové smyslu konverguje k periodickému FeSeni (plna ¢ara). Parametry jsou stejné jako
u obr. 4.

stabilniho periodického Feseni'® v modelu (5). Jedna se pravdépodobné o prvni piiklad
systému, ve kterém ke druhové koexistenci nedochéazi ve stacionarnim bodé.

Z matematického hlediska je model (5) s funkei (7) zajimavy tim, Ze se jedna o di-
ferencialni rovnici s nespojitou pravou stranou, kters nema feSeni v b&zném smyslu. '
Pokud zvolime za funkci f Hollingovu funkéni odpovéd druhého typu, pak

0 pokud R < R,

f(R) = AR (9)
- >
TR pokud R > R,

a vektorové pole zadané rovnici (5) je na obr. 5b. Toto vektorové pole je nespojité na
pfimce R = R.. Disledkem této nespojitosti je to, ze pro dostatecné veliké hodnoty
populace dravce se TeSeni zprava ¢i zleva k této pfimce pfiblizuji s nenulovou rych-
losti. Situaci si mizeme predstavit jako Celni srazku dvou aut, kterd se stfetnou na
uvedené pi¥imce.!® V okamZiku, kdy fegeni rovnice (5) dosahne p¥imky, nema moznost
podél primky pokracovat a ani nemutze piimku opustit. Jinymi slovy, feSeni s poca-
tefni podminkou lezici na této piimee (a s dostatetnd vysokou pocetnosti dravee C')
neexistuji [24]. Vhodnou definici feSeni podal o fadu let pozdé&ji rusky matematik
A.F. Filippov [13].

Gauze tak teoreticky a experimentéalné ukézal, jaké typy predatortt mohou efektivné
stabilizovat rust populace kofisti, a dale prokazal, ze tkryty jsou jednim z mechanis-

13Periodické feseni vektorové diferencialni rovnice se nazyva lokalné asymptoticky stabilni, pokud
k nému existuje okoli takové, Ze trajektorie vychazejici z libovolného bodu v tomto okoli se k perio-
dickému feSeni ,navijeji“ pro t — oo. Lokalné asymptoticky stabilni periodické feSeni se téz nazyva
limitni cyklus.

14 Jednoduchym piikladem takové rovnice je

dz [ —1 pokud z >0, ®)
e~ | 1 pokud z < 0.
Tato rovnice nemé FeSeni s po¢atecni podminkou z(tg) = 0.

15K tomu nedochazi, kdy# je vektorové pole spojité.
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mu udrzovani biodiverzity na Zemi. Fundamentalni vysledky tykajici se populaéni
dynamiky jsou shrnuty v knize [15].16

Kromé otazek souvisejicich s populaéni ekologii se Gauze také zabyval teorii evo-
luce a zejména schopnostmi organismi adaptovat se na ménici se prostiedi [16]'7. Jed-
nim z podrobné studovanych a modelovanych adapta¢nich mechanismi jsou potravni
preference [35]. Tyto modely predpokladaji, Ze sila interakci mezi kofisti a dravcem
popisovana parametrem A > 0 v rovnici (2) neni konstantni, ale méni se v zavislosti na
zménach prostiedi. Typicka je situace, kdy mé dravec na vybér ze dvou typi potravy.
V nejjednodussim mozném piipadé si predstavme, Ze dravec miize lovit dva druhy ko-
Fisti, pficem? kazd4 z nich Zije v jiném prostiedi (napf. les a louka). Lotkiv—Volterriv
model pro tuto situaci méa tvar

dR
d—tl = Rl(Tl - A1u10)7
dR
d—: = Ry(r2 — Xou2C), (10)
dC
E = (u161R1 + ugeg Ry — m)C

Parametry u; > 0 a ug > 0 (pfifemZ uj + us = 1) modeluji preference dravce pro
jednotlivé typy kofisti. V uvedeném modelu muzeme interpretovat u, jako ¢ast zivota,
kterou dravec stravi v prostiedi typu ¢ = 1,2. Pokud jeden druh kofisti chybi, mo-
del (10) se redukuje na model dravce a jeho kofisti (2). Pokud se preference dravce
neméni, tak plati, Ze populace kofisti, kterd ma mensi pomér r;/(u;\;), vyhyne [21]
a popula¢ni dynamika piezivsi kofisti a dravce bude popsana Lotkovym—Volterrovym
modelem (2) (viz obr. 6a). Model (10) tak popisuje konkurenci mezi populacemi kofisti.
Zvyseni populace jedné kofisti vede ke zvySeni populace dravce, coz vede ke zvySeni
predace na druhé populaci kofisti.

Behavioralni ekologie viak ukazuje, Ze potravni preference nejsou konstantni. V pii-
padé nedostatku preferované potravy dochazi k tomu, Ze se preference dravce méni
smérem k nahradni potravé. Jednim z piiklada jsou zmény v potravnich preferencich
rysa ostrovida na Newfoundlandu v zavislosti na kolisajici pocetnosti zajice méni-
vého, které vedly k dramatickému poklesu populace soba karibu [4]. Optimalni vybér
potravy dravcem odpovida zékladnimu postulatu Darwinovy evoluéni teorie, tzv. pii-
rozenému vybéru, kdy lépe prizpusobeni jedinci pfezivaji déle a reprodukuji se vice
nez méné prizpisobeni jedinci. Herbert Spencer tuto ideu vyjadiil znaAmym réenim
o ,pFeziti nejschopnéjsich“'®. Abychom mohli matematicky popsat adaptaci dravce
pFi ménicich se po¢tech populace kofisti, musime definovat hodnotovou funkci, ktera
se v biologii nazyva fitness'”. V matematickych modelech je fitness obvykle definovana

16Ve 40. letech se Gauze stal feditelem vyzkumného tstavu zabyvajiciho se vyvojem antibiotik.
Tento ustav vyprodukoval béhem 2. svétové valky gramicin, prvni sovétské antibiotikum. Jednim
z pravdépodobnych divodu, pro¢ se Gauze rozhodl zménit svoje odborné zaméfeni, byl postupujici
lysenkismus, ktery Gauzeho ohrozoval. T.D. Lysenko odsoudil Volterrovy ideje jako neproletaiské
a skodlive [1].

17Tato kniha byla piipravena do tisku jiz v roce 1941, ale nebyla vydana [14].

18 Angl. ,survival of the fittest*.

9Do Eestiny se fitness obvykle pieklada jako ,,biologicka zdatnost“ ve vyznamu schopnost se repro-
dukovat a prezit. V teorii her (kap. 2) se hodnotova funkce nazyva téz vyplatni funkce (angl. payoff
function). V tomto ¢lanku budeme pouzivat jednotné oznaceni fitness funkce, nebo pouze fitness.
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Obr. 6. Numerické FeSeni modelu dravce (teckovana ¢ara) a dvou korfisti (kofist 1 je znéa-
zornéna souvislou ¢arou a kofist 2 ¢arkovang). Panel (a) zobrazuje pfipad, kdy se potravni
preference dravce neméni (A1 = A2 = 1). Panel (b) pfedpoklada, Ze dravec si vybira potravu
tak, aby se maximalizovala jeho fitness (11). Parametry: r1 = 1, ro = 0.5, e1 = 1, e2 = 0.5.

jako specifickd rustova rychlost, tj. %% v piipadé dravce v modelu (10). Tato defi-
nice zahrnuje jak schopnost reprodukce, tak i pfeziti a je vztazena na jednoho jedince,
protoze v Darwinové teorii je jednotkou selekce jedinec. V p¥ipadé modelu (10) je tedy

fitness dravce se strategii u = (uy,u2), kde u3 + us =1 a uy,us > 0, rovna hodnoté
F =uie1R1 + usea Ry — m. (11)

Predpokladame-li, Ze pro dané velikosti populaci kofisti se dravci chovaji optimalné,
tj. vybiraji si potravu tak, aby se jejich fitness (11) maximalizovala, obdrZime nasle-
dujici zavislost potravnich preferenci na velikosti populaci kofisti

{1} pokud e1Ry > €2R27
u; €1 [0,1] pokud e;R; = e2Ro,
{0} pokud e1R; < eaRa,

pricemz us = 1 — uy. Zavislost u; na Ry a Ro je mnohozna¢né a po substituci do
diferencialni rovnice (10) obdrzime diferencialni inkluzi (viz napf. [22]). Tu miZeme
analyzovat s pomoci ljapunovské funkce a lze dokazat, ze v8echny t¥i populace ko-
existuji (obr. 6b) [23], [5]. Z ekologického hlediska je dulezita predikce, Ze adaptivni
potravni chovani dravce vede ke koexistenci obou druhti potravy a tedy funguje jako
jeden z mechanismu zvySujicich biodiverzitu na Zemi.

Hodnota fitness (11) zavisi na strategii jedince (u = (u1,us2)), ale nezavisi pfimo
na strategii ostatnich jedinct v populaci. V dalsi ¢asti se budeme zabyvat odliSnym
pripadem, kdy ,,optimalni“ strategie jedince zavisi na chovani ostatnich jedinci v po-
pulaci.

2. Evoluce a teorie her

U zrodu evoluéni teorie her byl nasledujici paradox tykajici se feseni konfliktnich situaci
mezi zvifaty. Pro ilustraci uvazujme jeleny, ktefi v dobé fije svadéji souboje o samice.
Na zakladé postulatu o pfezivani nejschopnéjsich by se zdalo, Zze agresivni chovani
bude mezi jeleny pievaZzovat. Agresivni samec zrani ¢i zabije svého soka a ziskd tak
jeho samice, ¢imz zvysi svoji fitness méfenou poctem potomki, tj. specifickou rastovou
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rychlosti. Nicméné se ukazuje, Ze tomu tak neni a v fadé konfliktt k souboji nedojde,
protoze zvitata fesi spory vicestupiiové. V piipadé jelenich souboji o samice dochazi
k postupné eskalaci konfliktu (troubeni, paralelni chiize) mezi samci, pri¢emz jeden ze
samcii v mnoha piipadech uteée diive, nez dojde k boji.?? Nékteii biologové zabyvajici
se studiem chovani zvifat (napf. [40]) toto chovani vysvétlovali tak, Ze z hlediska celé
populace jelenil neni agresivni strategie dobré, ponévadz vede ke zranéni nebo smrti
¢lent populace, a tedy ke snizovani velikosti populace. Nicméné takové vysvétleni se
nezaklada na Darwinové predstavé, ze selekce probiha na trovni jedince, tj. cilem je
pieziti jedince a nikoliv populace.?! Darwinovské vysvétleni evoluce agresivity bylo
poprvé zformulovano v praci [29], kde byl popsan model nazyvany jestfabi a hrdlicky
(,Hawks & Doves“), ktery stal u zrodu evoluéni teorie her.

Model jest¥abi a hrdli¢ky uvazuje populaci jednoho biologického druhu??, ve které
se setkavaji vzdy pravé dva jedinci. Zatimco hrdlicky pouze piedstiraji bojovnost,
a v pripadé napadeni utikaji bez boje, jestFabi jsou odhodlani jit do vzajemného
souboje. Hra je popsana dvéma parametry, pficemz V > 0 oznacuje zvySeni fitness
(tj. zisk) jedince, pokud konflikt vyhraje, a C' > 0 popisuje sniZeni fitness (tj. ztratu)
v piipadé, Ze dojde k souboji mezi soupefi. V pfipadé jelend je ziskem pocet lani, které
vitézny samec ukofisti, zatimco ztratou muze byt zranéni, pfipadné smrt. V obou pii-
padech dochézi ke zménam v reprodukéni schopnosti samce s danou strategii, tj. ke
zméné fitness méfené specifickou ristovou rychlosti.?? Jedna se o tzv. maticovou
hru, které je zad4na elementarnimi strategiemi H (hawk, popisuje agresivni chovani)
a D (dove, popisuje neagresivni chovani) a vyplatni dvoumatici

H D
H V;C7V;C V,O
D v %y )

pfi¢emz prvni (druhé) z &isel ve dvojici udava vyhru pro prvniho?* (druhého) hrace.
Pokud se tedy sejdou dva agresivni jedinci se strategii H, dojde k souboji a jeden hraé
vyhraje (V) a druhy prohraje (C). Celkova vyhra je tedy V — C, pfi¢em? pramérna
vyhra na jednoho hraéce je polovinou z této hodnoty. Obdobné, pokud se sejde agresivni
jedinec se strategii H s neagresivnim jedincem se strategii D, k souboji nedojde, protoze
neagresivni hra¢ utece a celkovou vyhru V ziskd hrac se strategii H. V pripadé, Ze se
sejdou dva neagresivni hraci se strategii D, k souboji nedojde a primérna vyhra na
hréace je V/2.

Pokud plati, ze C' < V, je nejlepsi moznou volbou strategie H, které pro libovolnou
strategii oponenta dava vzdy vy&si vyhru ne? strategie D.25 Stejné tak je pro druhého

20Napi. Maynard Smith v praci [28] udava, Ze z 50 setkani dvou jelenti pouze ve 14 p¥ipadech doslo
ke skute¢nému souboji.

21 Matematické modely ukazuji, e maximalizace fitness na trovni jedince nevede obecné k maxi-
malizaci velikosti populace. Dokonce miize mit za nasledek vyhynuti populace [33].

22Nazev modelu je zavadg&jici, protoze vzbuzuje dojem dvou biologickych druhi.

23Viz nasledujici odst. 2.1.

24Prvni hrac si vybira fadky, druhy hrac sloupce.

25V tomto piipadé je strategie D dominovéana strategii H, ponévadz (V — C)/2 > 0a V > V/2. Za
tohoto pfedpokladu je pro prvniho hrace (tj. hrace, ktery si vybira fadky) lepsi strategie H, protoze
dava vyssi hodnoty vyhry nez strategie D bez ohledu na to, jakou strategii zvoli druhy (sloupcovy)
hrac.
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(sloupcového) hrade vyhodngjsi pouZivat strategii H a model predikuje, Ze se vSichni
jedinci v populaci budou chovat agresivné.

Situace se zméni, pokud jsou ztraty zptisobené bojem vysoké, tj. C' > V. V tomto
piipadé ani jedna z elementéarnich strategii (H, D) neni lepsf nez druh4 a nenf jasné,
zdali existuje né&jaké racionalni ,FeSeni“ hry. Timto problémem se zabyval John von
Neumann [31].26 Aby mohl zavést smysluplnou definici feSent, rozsi¥il mnoZinu strategii
o tzv. smiSené strategiec S = {p = (p1,p2) : p1 > 0, p2 > 0, p1 + p2 = 1}. SmiSena
strategie p = (p1,p2) € S znamena, Ze hrac¢ se s pravdépodobnosti p; chova agresivné
(tj. hraje strategii H) a s pravdépodobnosti py neagresivné (tj. hraje strategii D).
Oznagime-li vyplatni matici pro prvniho®” hrace (tj. pro hrage, ktery si vybira fadky)

A= (f K), (12)

2

je pak vyhra (tj. zména fitness) jedince se strategii p = (p1,p2) € S pii setkani s je-
dincem se strategii ¢ = (q1,¢2) € S rovna

F(p,q) = pAq",

kde ¢T znaéi transpozici fadkového vektoru na sloupcovy.

Uvazujme smiSenou strategii p* = (p},p3) = (V/C,1 — V/C), pficemz V/C je
pravdépodobnost agresivniho chovani, a libovolnou jinou strategii p = (p1,p2) € S.
Pak plati

2 C

Jinymi slovy, neexistuje zadné jiné strategie p € S, ktera by umoziovala ziskat vy&si
vyhru ne7 strategie p*. Tato podminka definuje tzv. Nashovu rovnovahu hry [30].28
V pfipadé her dvou hra¢i je Nashova rovnovaha povazovana za feSeni hry. V pii-
padé tzv. evolu¢nich her tomu tak ovSem neni, protoZze podstatnou roli zde hraje to, ze
se uvazuje cela populace hract. Hraci se setkavaji vzdy po dvou a hraji spolu hru. Je-
dinci s vitéznou strategii vyhravaji a jejich fitness se zvySuje, coz se projevuje v tom,
Ze postupné nahrazuji méné zdatné jedince. Evoluéni teorie her je tedy matematic-
kym vyjadienim Darwinovy teorie [9], kdy v populaci pFezivaji nejzdatngjsi jedinci
(charakterizovani svymi vitéznymi strategiemi). Jak jsme si ukazali, libovolna jina
strategie p = (p1, p2) € S dava stejnou hodnotu fitness, jako ma Nashova rovnovaha?®
p* = (V/C,1 = V/C). Je tedy mozné, ze v populaci, kde v8ichni jedinci hraji stra-
tegii p*, se muZe zacit $ifit jind (mutantni) strategie? Prace [29] ukazuje, Ze pro hru

Flp,p") = F(*,p") = £ (1 - K). (13)

26Von Neumann uvazoval pouze hry s nulovym souétem (tj. takové, kdy vyhra jednoho z hraca je
rovna prohfe druhého hrace). Spole¢né s rakouskym ekonomem Oskarem Morgensternem publikovali
zakladni monografii tykajici se teorie her [32]. Zde stoji za zminku to, ze O. Morgensterna upozornil
na von Neumanniiv &lanek esky matematik Petr Cech.

27Vyplatni matice pro druhého hrace je rovna transponované matici AT. Takova hra se nazyva
symetricka, protoze nezalezi na tom, zdali si hra¢ vybira sloupce nebo fadky.

28 Nashova rovnovaha zobechiuje pojem feSeni pro hry s nenulovym souétem, jako je napf. hra jes-
tf¥abi a hrdlicky. John Forbes Nash ziskal Nobelovu cenu za ekonomii v roce 1994. O zivoté J. F. Nashe
pojednava, film Cist4 duge.

29Tato vlastnost plati obecné, tj. nejen pro hru jestfabi a hrdlicky.
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jestfabi a hrdlicky tomu tak neni a strategie p* je odolna vii¢i invazim jinych strategii.
Strategie spliujici tuto podminku se nazyvaji evoluéné stabilni.?® A jak je to tedy
s evoluci agresivity? Evoluéné stabilni strategie p; = V/C predikuje, Ze se zvySujicimi
se naklady C dochézi ke sniZeni agresivity v populaci, ponévadz pravdépodobnost
agresivniho chovani se snizuje.?!

Podivejme se nyni, jaky je rozdil mezi selekci na drovni jedince a na trovni popu-
lace. Primeérna fitness v populaci, kde v8ichni jedinci hraji strategii p = (p1,p2) € S, je

vV C
F(p,p) = pAp" = = — —pi. (14)

2 2

Pokud by evoluce probihala na arovni populace, prumérné fitness by se maximalizovala
pro p1 = 0 a celd populace by se tak skladala z neagresivnich jedinci se strategii D.
Pramérna fitness v takové populaci by byla V/2. Strategie D maximalizujici pramér-
nou fitness v populaci vSak neni rezistentni vié¢i invazi mutantnich agresivnich jedinci,
protoze F(H,D) =V > ¥ = F(D,D).3? V populaci, kde vichni jedinci hraji evo-
luéné stabilni strategii p; = V/C, je prumérna fitness dana vyrazem (13). Vidime
tedy, Ze tato fitness je niZsi, nez je maximalni mozna fitness V/2. Tento piiklad velice
pékné dokumentuje rozdil mezi selekci na drovni jedince a na trovni populace. Z hle-
diska populace by byla nejlepsi strategie, kdy by se vSichni jedinci chovali neagresivné.
Nicméné takova strategie neni evoluéné stabilni, protoZe umoziuje invazi agresivnich
jedinci.

Evoluéné stabilni strategie uvazuji monomorfni populaci, kde vSichni jedinci jsou
stejného fenotypu, ktery odpovida bud elementarni nebo smiSené strategii. V nasle-
dujici ¢asti si ukdzeme situaci, kdy je populace polymorfni, tj. sklada se z nékolika
ruznych fenotypii.

2.1. Replikatorova dynamika

Uvazujme nyni populaci sklddajici se z agresivnich a neagresivnich jedincti. Jinymi
slovy, kazdy jedinec v populaci je bud jestfabem nebo hrdlickou. Nagim cilem je popsat
zmény v zastoupeni téchto dvou fenotypti v populaci. Jestlize p; je pomérna c¢ast
populace skladajici se z agresivnich jedinci (se strategii H) a po = 1—pq ¢ast populace,
jejiz jedinci jsou neagresivni (se strategii D), pak vektor p = (p1,p2) € S popisuje
stav populace. Jednim z modelti, které popisuji ¢asové zmény ve slozeni populace, je
tzv. replikdtorova dynamika [36]. Pramérna fitness jedince se strategii H v populaci je
dana tim, jak Casto se setkava s jedinci typu H a D, tj.

F(va) = (170)A(p17p2)T = 3

p1+ Vpa,

30Evoluéné stabilni strategie p* je definovana nasledovné: Pro kazdou jinou strategii p = (p1,p2) € S
existuje e(p) > 0 takové, ze F(p*,dp + (1 — 8)p*) > F(p,dp + (1 — §)p*) pro kazdé 0 < § < e(p) [28].
Jinymi slovy, ve smiSené populaci, v niz mald ¢ast jedinci § pouZivd mutantni strategii p, zatimco
velika (rezidentni) ¢ast populace je v Nashové rovnovaze p*, je fitness mutantnich jedinct niZsi nez
fitness jedinct pouzivajicich strategii p*.

31Stejna tGvaha, Ze zvySovani zésob zbrani hromadného ni¢eni povede ke sniZeni pravdépodobnosti
jejich pouziti, vedla v 50. letech k zdvodiim ve zbrojeni mezi tehdejsim SSSR a USA [3].

32V intuitivnim znaceni F(H, D) ma symbol H (znagici strategii hawk) vyznam vektoru (1,0)
a symbol D (zna&ici strategii dove) vyznam vektoru (0, 1).
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a podobné pro jedince typu D

v

F(D,p) = (0,1)A(p1,p2)" = p2-

Pramérna fitness v populaci F/(p, p) je pak dana vyrazem (14). Replikdtorova dynamika
predpoklada, Ze riist podetnosti kazdého fenotypu je tmérny jeho fitness®?, tj.

dNy

— =N F(H
dt 1 ( >p)7
dNo
——= = Ny F (D
T 2F'(D, p),

kde Nj je pocetnost jedincu se strategii H a N» je pocetnost jedincu se strategii D.
Celkova velikost populace je N = N1 + Ny a tedy p1 = N1/N a pa = 1 — py. Zderivo-
vanim?®* obdrzime replikdtorovou rovnici

% = p(F(H,p)—F(p,p)) = 5p1(1 —p1)(V — Cp1) (15)
(ii_];] = F(p,p)N = %(V — C’p%). (16)

Rozlozeni populace tak nezavisi na jeji velikosti, a pokud C' > V, pak (p1,p2) =
= (V/C,1 = V/C) € S je stabilnim [19] stacionarnim bodem replikatorové rovnice,
pricemz celkova populace roste exponencialné. Vidime tedy, Ze v naSem pripadé sta-
cionarni bod replikidtorové rovnice popisujici rozloZeni populace odpovida evoluéné sta-
bilni strategii modelu jestfabi a hrdli¢ky (obr. 7). Teorie evolu¢nich her se mj. zabyva
otazkou vztahu mezi stabilitou stacionérnich bodu replikatorové dynamiky a evoluéni
stabilitou odpovidajici hry [19].

3. Zavér

V tomto ¢lanku jsme ukazali nékteré aplikace matematiky v ekologii. Rada zékoni-
tosti biodiverzity je vyjadiena pomoci matematickych modeli. Matematické modely
se vyskytuji prakticky ve vSech oblastech ekologie. Zde jsme se zamérili na populaéni
a evolucni ekologii, kde hlavnimi matematickymi metodologiemi jsou diferencialni rov-
nice a evoluéni teorie her. A¢koliv uvedené piiklady pouzivaly pouze obycejné diferen-
cialni rovnice, v ekologickych aplikacich se hojné vyskytuji i parcialni diferencialni
rovnice, rovnice se zpoZzdénim a integro-diferencialni rovnice. O vyznamu matematiky
v biologickych védach svédéi i fada knih, napt. [27], [12], [6], [18], [10], [7], [37], [38],
[34], [8] atd.

337de tedy vidime, 7e fitness opét odpovida specifické ristové rychlosti.
34Pongvadz p1 = N1/N a N = Ny + Na, tak plati
dﬂ 1 ﬂN_ﬁN _ NiF(H,p)N — (N1 F(H,p) + NoF(D,p))N1 _
dat N2\ dt at ' N2
=p1(F(H,p) — (p1F(H,p) + p2F(D,p))),

coz vede k rovnici (15). Obdobné odvodime rovnici (16).
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Obr. 7. Numerické simulace replikatorové rovnice (15). Panel (a) uvazuje hodnoty parametra

vV =

2 a C =1 a jedinou evolu¢né stabilni strategii je strategie hawk (p1 = 1), kdy se

v8ichni jedinci chovaji agresivng. Panel (b) uvazuje hodnoty parametri V =1 a C = 2, kdy
je jedinou evolu¢né stabilni strategii smiSena strategie p1 = V/C' = 0.5. V obou pfipadech
trajektorie replikdtorové rovnice konverguji ke staciondrnimu bodu odpovidajicimu evolu¢né
stabilni strategii. Funkce p; (podil agresivnich jedincti) je znézornéna plnou ¢arou a funkce
p2 = 1 — p1 (podil neagresivnich jedincii) ¢arkovanou ¢arou.
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