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Capitulo 1

Introduccion.

Los objetivos que nos hemos planteado en el trabajo que se desarrolla en los siguientes
capitulos han sido la clasificacién sistemdtica y el estudio de la integrabilidad, tanto
clasica como cudntica, de un conjunto de teorias de campos en 14+1-dimensiones incluidas
en el grupo mas amplio de las llamadas teorias de Toda no abelianas.

El concepto clasico de integrabilidad se resume en el teorema de Liouville que de-
fine un sistema integrable como un sistema Hamiltoniano con un espacio de fases 2N-
dimensional que posee exactamente N cantidades independientes conservadas en involu-
cién. Es decir, si (g;, p;) con i = 1,2, ...N son las coordenadas canénicas y momentos del
sistema, existen N cantidades conservadas (); tales que el corchete de Poisson entre dos
cualesquiera de ellas es nulo:

{Qi,Q;} =0, i,j=1,..N. (1.0.1)

Por lo tanto podriamos considerar una transformacién canonica,

Qi = Qi(gj,pj) = i, (1.0.2)
de manera que las cantidades (); pasasen a ser los nuevos momentos. Las variables
canonicas conjugadas asociadas a estos nuevos momentos serian de la forma:

0; = 0i(q;,p5), (1.0.3)

de modo que las ecuaciones de evolucién del sistema pasarian a ser ahora:

pu— 0’ R p— N - 5 ]_-0-4
¥y, puesto que los momentos p; son conservados, la ecuaciéon para las variables 6; podria

escribirse como:

de;
siendo o, © = 1,---, N constantes de integraciéon que dependen de las condiciones ini-

ciales. Por lo tanto, la evolucion estaria totalmente fijada en términos de las nuevas
variables (6;,p;), que se denominan variables accién—dngulo. De hecho, de forma gene-
ral, los sistemas cldsicamente integrables se caracterizan por ser totalmente resolubles,
lo que ha motivado historicamente el estudio de este tipo de modelos.
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En cuanto a los sistemas continuos, es decir, con un nimero infinito de grados de liber-
tad la caracterizacién es similar a la de los sistemas discretos, aunque para los primeros
la integrabilidad exige la existencia de infinitas densidades conservadas en involucién
[37].

Una de las herramientas mas utilizadas para la formulacién de sistemas integrables es
lo que se conoce como el formalismo de los pares de Laxz. Un par de Lax (L, B) consiste
en dos operadores dependientes de las variables dindmicas del sistema. En general,
los sistemas clasicamente integrables estan caracterizados por variables dindmicas cuyas
ecuaciones de evolucién son no lineales pero que, en términos de un par de Lax (L, B)
pueden ser escritas como

dL

i [L,B]. (1.0.6)
es decir, como una ecuaciéon de evolucion lineal para el operador L. La existencia de
un par de Lax (L, B) que permita expresar una ecuacién de evolucién no lineal en la
forma (1.0.6) implica automaticamente la existencia de un conjunto infinito de cantidades
conservadas asociadas a la teoria y, por lo tanto, su integrabilidad clasica. Ademas
el formalismo de los pares de Lax permite también una facil construccién de dichas
cantidades conservadas. Uno de los ejemplos mas conocidos de teorias integrables que
admiten una descripcion de este tipo son las teorias de Toda de las que hablaremos mas
tarde.

Consideremos ahora la integrabilidad cudntica. Al igual que cldsicamente, la inte-
grabilidad cudntica de una teoria estd asociada con la existencia de un conjunto infinito
de cantidades conservadas. En 1 4+ 1-dimensiones, esto implica que la matriz—S que
caracteriza a estos modelos posee dos importantes propiedades: que es factorizable, es
decir, cualquer proceso de “scattering” con un numero arbitrario de particulas en el
estado inicial y en el estado final puede ser descompuesto en un conjunto de procesos de
“scattering” de 2 — 2 particulas, y que no existe produccion de particulas, es decir, en
cualquier proceso de “scattering” el nimero de particulas en los estados inicial y final
debe ser el mismo [13, 14, 11].

Aunque estas propiedades son restricciones muy fuertes a la forma de la matriz—
S, sorprendentemente su comprobacién no requiere demostrar la existencia de infinitas
cargas conservadas, sino que la existencia de dos cargas de spin superior y diferente,
tanto en modulo como en signo, es condicién suficiente para concluir que la matriz—S es
factorizable y que no existe produccién de particulas [13].

Cuanticamente, las Teorias de Campos Conformes en 2 dimensiones constituyen uno
de los ejemplos mas importantes de modelos que poseen un conjunto infinito de canti-
dades conservadas. Como es bien sabido, las CFT’s describen el comportamiento critico
de sistemas estadisticos bidimensionales y poseen una simetria infinita que viene descrita
por el grupo de transformaciones conformes. Cuando una CFT es perturbada anadiendo
a su densidad lagrangiana un término adicional dado por un campo primario de la propia
CFT, la simetria conforme original se rompe, pero existen elecciones particulares de la
perturbaciéon para las cuales la teoria perturbada sigue poseyendo un conjunto infinito
de densidades conservadas, subconjunto de las existentes en la teoria no perturbada.
Este tipo de modelos fue estudiado por primera vez por Zamolodchikov en [20] quien



propuso un método sistematico para determinar qué cantidades conservadas de una CFT
lo siguen siendo cuando ésta es perturbada por un determinado campo primario y que es
aplicable, en particular, al tipo de modelos que se estudian en esta tesina: las teorias de
campos de Toda no abelianas, cuya accion es una perturbacion de la accién del modelo
de Wess—Zumino—Witten.

Una de las propiedades més caracteristicas de las teorias clasicamente integrables es la
existencia de soluciones solitonicas y multisolitonicas. Este tipo de configuraciones tienen
un especial interés porque la interaccion clasica entre solitones presenta propiedades muy
similares a las de la interaccion entre las particulas de la correspondiente teoria cuantica,
la cual viene descrita por una matriz—S con las propiedades mencionadas anteriormente.
Esto es debido a que los solitones, que son soluciones de ecuaciones de onda no lineales
que se caracterizan por tener densidad de energia localizada y no dispersiva y, por lo
tanto , energia finita, se asemejan a particulas extendidas y, en este sentido, cabe esperar
que exista una correspondencia entre las soluciones soliténicas clasicas de una teoria y los
estados de particulas extendidas de la versién cudntica de dicha teoria. De hecho, parte
del espectro de particulas de la teoria cuantica se puede obtener mediante la cuantizacion
semiclasica de las soluciones soliténicas, existiendo ademas una relacion directa entre el
limite semiclasico de la matriz—S y las soluciones soliténicas del scattering cldsico [35],
cuya descripcién es muy sencilla y puede resumirse del siguiente modo:

En el pasado (t — —00), una solucién de N solitones tiene la forma de N solitones
independientes con una velocidad dada, es decir, la densidad de energia €(z, t) asociada
a esta solucion sera de la forma

N
e(z,t) = > ez —a; — ut), cuando ¢t — —oo, (1.0.7)
i=1

donde €y(z — ut) es la densidad de energia correspondiente a una solucién de tipo onda
solitaria, por lo tanto esta localizada y tiene una dependencia en x — ut donde u es una
cierta velocidad.

Tras la interaccién, en el futuro (¢ — 00), la solucién evoluciona a una configuracién
de N solitones con exactamente la misma distribucion de velocidades, es decir

N
e(z,t) = > ez — a; — uit +6;), cuando ¢ — oo, (1.0.8)
i=1

lo que se refleja en la existencia de integrales de movimiento conservadas de spin superior.
Debido a la conservacién del momento soélo el centro de masas de los solitones cambia,
y un desplazamiento en el centro de masas de un solitén es equivalente a un adelanto o
a un retardo temporal.
Por tanto, el scattering de /N solitones puede entenderse como un conjunto de w
interacciones entre dos solitones, cada una de las cuales produce un desplazamiento del
centro de masas del sistema.

A nivel cudntico lo que sucede es realmente muy similar como consecuencia de la
factorizabilidad de la matriz—S y de la ausencia de produccién de particulas. Estas
propiedades se derivan de nuevo de la existencia de un conjunto infinito de densidades
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cuanticamente conservadas. La existencia de tales densidades conservadas permite esen-
cialmente transformar cualquier proceso de scattering con N particulas iniciales y M
particulas finales en un conjunto de procesos de scattering de pares de particulas inde-
pendientes entre si y demostrar que necesariamente N = M.

El argumento mas intuitivo que permite entender esto consiste en representar las
particulas interaccionantes como paquetes de ondas, de modo que la interaccién entre
particulas es equivalente al solapamiento de sus paquetes de onda asociados [14]. La
existencia de densidades conservadas de spin superior significa que la matriz de scattering
total del proceso debe ser invariante bajo una transformacion generada por estas cargas,
la cual tiene como efecto un desplazamiento arbitrario de los centros de los paquetes de
onda que representan a las particulas interaccionantes, permitiendo en particular que
estén tan separados entre si como queramos.

La tnica complicacién adicional con respecto a la situacién clasica se debe a la
posibilidad de degeneracion en las masas de las particulas de la teoria que implica la
necesidad de sumar sobre todos los posibles estados intermedios en cada uno de los
procesos de 2 — 2 particulas. Por otra parte, lo que a nivel clasico era un retardo o
adelanto temporal se transforma ahora en una fase no trivial cuyo limite semiclasco esta
directamente relacionado con el tiempo de retardo.

Una vez hecho este breve repaso sobre las carateristicas generales de los sistemas
clasica y cuanticamente integrables debemos pasar a describir el conjunto de teorias en
las que nos hemos concentrado. Los modelos que se estudian en esta tesina son ejemplos
de Teorias de Campos de Toda no abelianas, modelos que constituyen una generalizacion
al caso no abeliano de las Teorias de Campos de Toda abelianas cuyas ecuaciones de
movimiento se denominan ecuaciones de campo de Toda. Estas ecuaciones de Toda son
a su vez generalizaciones, en forma de ecuaciones integrables en dos dimensiones, de uno
de los ejemplos mas sencillos de modelos integrables clasicamente: la red de Toda.

La red de toda es un sistema mecanico discreto que consiste en un conjunto de N
masas puntuales colocadas a lo largo de una recta cuya interaccion es de tipo exponencial.
Si de nuevo (g;, p;) son las coordenadas candnicas y momentos del sistema, las ecuaciones
de movimiento que lo caracterizan son de la forma

atQi = Pi,
op; = e (@i—aqi-1) _ e*(‘]iJrl*Qi), (1‘0‘9)
parat=1,...N, con gy = —00,y qni1 = OQ.

Tal y como hemos mencionado en la primera parte de esta introduccion, es posible
formular estas teorias en términos de un par de Lax. Para ello es conveniente hacer el
siguiente cambio de variables:

1

a; = 56_%(%"'1_%), para i=1,--- N —1, (1.0.10)
1 .

b; = P para i= 1,---,N. (1.0.11)

Con estas nuevas variables las ecuaciones de movimiento pueden ahora escribirse en
funcién de un par de Lax



b1 aq 0 0 0 — Q1 0 0

ay b2 a9 0 a 0 a9 0
L: 0 (05} bg 0 s B: R ¢ 1))

.. —an_1

0 cee ee o an_y bN 0 cee eee an_y 0

en la forma (1.0.6).
En funciéon del operador de Lax L es posible construir las cantidades

1
H, = -TrL?, para p=1,---,N, (1.0.12)
p

y es sencillo comprobar que dichas cantidades son conservadas. En particular H; es el
momento en centro de masas del sistema y H, es proporcional al Hamiltoniano.

Las ecuaciones de campo de Toda son generalizaciones del modelo anterior que re-
sultan de anadir al conjunto discreto de coordenadas candnicas ¢;(t) una dependencia
en z de la forma ¢;(z,t). Las nuevas variables ¢;(z,t) estdn asociadas de forma natural
con la subdalgebra de Cartan de SU(N) y pueden ser finalmente agrupadas en un campo
h(x,t).

El campo h(z,t) toma valores en un determinado grupo de Lie. Si este grupo de Lie
es abeliano (CSA de otro grupo de Lie) hablaremos de ecuaciones de Toda abelianas
mientras que si el grupo es no abeliano las teorias se denominan de Toda no abelianas.
Ambos tipos de teorias estan caracterizadas por una accion de la forma

1
T

donde Sy zw es la accion de Wess—Zumino—Witten 6 bien la accién correspondiente a
bosones libres en el caso de que el dlgebra de Lie sea abeliana, y V'(h) es un potencial
que depende de ciertos elementos constantes que toman valores en un algebra de Lie g.

Las teorias de Toda abelianas son las mas conocidas y pueden clasificarse en tres
grupos, en funcién de que la CSA en la que toma valores el campo h(z,t) pertenezca a
un algebra de Lie finita o infinita:

S[h] {Swaw — %Q/deV(h)}, (1.0.13)

e Siel dlgebra de partida es finita, las teorias de Toda correspondientes se denominan
Teorias de Toda Conformes, son invariantes conformes y el dlgebra de sus gene-
radores de simetria es un dlgebra W (extensién no lineal del dlgebra de Virasoro
mediante campos primarios).

e Si el dlgebra de partida es un algebra de Kac-Moody afin (sin extensién central ni
derivacién) las teorfas resultantes se denominan de Toda Afines abelianas. Estas
teorfas son masivas y, siguiendo el método propuesto por Zamolodchikov en [20] que
se resume en el capitulo 4 de esta tesina, pueden ser descritas como teorias de WZW
perturbadas que unicamente poseen soluciones solitonicas cuando la constante de
acoplamiento [ es puramente imaginaria. Un ejemplo de este tipo de teorias es el
modelo de sine-Gordon.
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e Si a partir de los modelos anteriores se desea obtener teorias con simetria conforme
el modo de hacerlo es la introduccion de campos gauge auxiliares asociados a la
extensién central y derivacion del algebra afin. Las teorias que surgen de este
modo se denominan teorias de Toda Afines Conformes. Otro modo de definirlas
seria decir que son las teorias cuya ruptura expontanea de simetria da lugar a las
Todas afines.

Las teorias de Toda afines abelianas son uno de los ejemplos de modelos integrables
mas estudiados y también la tunica familia de las tres anteriores que es masiva. Su
formulacion en términos de ecuaciones de curvatura nula es facilmente generalizable
al caso en que el campo de la teoria toma valores en un grupo de Lie no abeliano,
generalizacion que da lugar a las denominadas teorias de Toda no abelianas que incluyen,
entre otros, a los modelos que se han estudiado en esta tesina.

La generalizacion de las teorias de Toda afines abelianas a teorias de Toda afines no
abelianas puede llevarse a cabo de diferentes modos:

e El modo maés general, que es precisamente el que nosotros hemos utilizado, asocia
distintos tipos de ecuaciones de movimiento para cada posible gradacion de un
algebra de Lie afin g determinada por un automorfismo de orden finito.

e Otro método menos general pero bien conocido en la literatura es el propuesto
por Leznov y Saveliev [5] que se utiliza en [6]. Este método consiste en realizar
“embeddings”de una subélgebra si(2, C) = {J, Jo} en un dlgebra de Lie finita g de
manera que el elemento Jy induzca en g una gradacién cuya subdlgebra invariante
sea precisamente aquella en cuyo grupo de Lie asociado toma valores el campo de la
teorfa h(x,t). El potencial V(h) depende de J4 y de dos elementos constantes Y
de grado maximo y minimo con respecto a la gradaciéon anteriormente mencionada.
La libertad existente tanto en la eleccién de estos elementos como en la eleccion
del propio “embedding”es muy grande y da por lo tanto lugar a un gran nimero
de modelos diferentes para una misma algebra de Lie de partida. No obstante, no
todas las gradaciones de g pueden ser descritas de este modo, por lo que el primer
método nos permite construir un nimero ain mayor de teorias.

Considerando entonces la primera de estas dos posibilidades, la accién asociada a las
teorias de Toda no abelianas tiene la forma (1.0.13) con un potencial

V(h) = —(Ay, hTA_R), (1.0.14)

donde (, ) es la forma bilineal asociada a un dlgebra de Lie compleja, semisimple y finita
g sobre la cual actua un automorfismo de orden finito ¢ induciendo una gradacion tal
que el campo h(x,t) de la teorfa toma valores en el subgrupo asociado a la subdlgebra
invariante bajo dicho automorfismo. Por otra parte A4 son elementos semisimples cons-
tantes que toman valores en los subespacios de grados £k y N — k donde NN es el orden
del automorfismo y k es cierto nimero entero, comprendido entre 0 y N — 1.

Una vez construidas las teorias de Toda afines no abelianas el siguiente paso es
seleccionar, de entre el conjunto de modelos que surgen, aquellos que tengan accién real
y positiva y sean ademds puramente masivos, para que admitan a nivel cuantico una



descripcion en términos de la matriz—S. Todas estas condiciones suponen que, tanto la
eleccién del automorfismo o como la de los elementos AL estdn muy restringidas (ver
tabla (2.1)).

En particular, la clasificaciéon de todos estos modelos fue realizada en [1] y dio como
resultado dos series de teorias, ademas de las teorias de Toda abelianas con constante
de acoplamiento real:

e las teorias Homogéneas de sine-Gordon (HSG), asociadas con el automorfismo
identidad,

e las teorias de sine—Gordon asociadas a Espacios Simétricos (SSSG), correspondien-
tes a involuciones de g.

Las primeras son generalizaciones del modelo de sine-Gordon complejo y las segundas
del modelo de sine—-Gordon, por ello es légico pensar que la cuantizaciéon de los modelos
HSG y SSSG siga un esquema similar a la de éstos. De hecho los modelos HSG han
sido estudiados en detalle en [2] y [3] obteniéndose un espectro puramente soliténico a
nivel cldsico cuya cuantizacion genera configuraciones tanto estables como inestables.
La descripcion de los modelos HSG ha permitido asegurar la existencia de un tnico
vacio, modulo transformaciones gauge, lo cual permite también decir que las cargas
conservadas asociadas a estos modelos son siempre de tipo Noether y no topoldgicas. En
cuanto a los modelos SSSG, se espera en general la existencia de soluciones soliténicas
y, en particular, en esta tesina hemos construido algunas de ellas para los Modelos Split,
un subconjunto de estas teorias cuyas caracteristicas se explican mas tarde.

En el caso de los modelos HSG la condicién de que la teoria tenga un gap de masa
exige que los elementos Ay han de ser siempre regulares, o lo que es lo mismo, el conjunto
de elementos de g que conmutan con AL debe coincidir con una CSA de g. Para los
modelos SSSG AL pueden ser tanto regulares como no regulares con lo cual existe mayor
variedad de teorias, como se explica también en el capitulo 2.

De hecho, sin considerar ya la diferencia entre las teorias con Ay regulares o no
regulares, existe una primera clasificacién de los modelos SSSG:

e Modelos SSSG de tipo I, asociados a un algebra de Lie g simple y compacta que
se descompone, bajo el automorfismo o como g = gy ® ¢;.

e Modelos SSSG de tipo II, asociados a un algebra de Lie g semisimple y compacta
que se descompone, bajo el automorfismo o, como g = ¢;Pg», siendo ¢g; = g ideales
simples, y ¢ es un automorfismo involutivo que intercambia estas dos subalgebras.

De entre todos estos modelos nuestro trabajo se ha centrado en el estudio de la
integrabilidad y la clasificaciéon de algunos de ellos que estian asociados a elementos A4
regulares y que son especialmente sencillos porque su accién resulta ser una perturbacién
del modelo de WZW para el grupo compacto GGy. Estos modelos son un subconjunto de
los de tipo I y los hemos denominado Modelos Split.

Mas concretamente, el trabajo que se desarrolla en los siguientes capitulos es el
siguiente:
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e En el capitulo 2, basdndonos en las referencias [1] y [2], se presenta una introduc-

cion en la cual, partiendo de la accion general asociada a los modelos de Toda no
abelianos, hemos destacado que las correspondientes ecuaciones de movimiento,
a nivel clasico, admiten una expresiéon en forma de ecuaciones de curvatura nula
lo cual hace aplicable a este caso el procedimiento de Drinfel’d-Sokolov [4] para
la obtencién sistematica de las densidades conservadas clasicamente. Asimismo
también presentamos la clasificaciéon de estas teorias en modelos HSG y SSSG y
las caracteristicas principales de cada uno de ellos, ademas de dar una descrip-
cion detallada de los posibles tipos de modelos SSSG. Concentrandonos ya en los
modelos split:

— Hemos identificado los espacios simétricos G/Gy con los que estédn asociados
(uno por cada élgebra de Lie simple y compleja).

— Hemos descrito el espectro de particulas fundamentales asociadas con estos
modelos y hemos obtenido algunas de las soluciones soliténicas mediante el
“embbeding”de un solitén de sine-Gordon en Gj.

Hemos encontrado que, asociados con cada raiz positiva del algebra de Lie g
existen una particula fundamental y un conjunto de solitones consistente en
un solitén, un antisolitén y un conjunto de “breathers” de tipo sine-Gordon.

— Hemos revisado el procedimiento de Drinfel’d-Sokolov para la obtencion sis-
tematica de las densidades cldsicamente conservadas, calculando las corres-
pondientes a spines +2 y +4 para los modelos split.

En el capitulo 3 hemos llevado a cabo la clasificacién de todos los modelos split
utilizando para ello la clasificacion de los espacios simétricos de tipo I que se
presenta en [32] con los cuales estan asociados. La conexi6n existente entre modelos
SSSG de tipo I e involuciones de la complexificacién de g nos proporciona un
procedimiento sistematico para la determinacién de la dimensién conforme del
campo primario que actua como perturbacién.

En el capitulo 4 se estudia la integrabilidad cuantica de los modelos split, utilizando
el argumento de Parke [13] segtin el cual es suficiente comprobar la existencia de dos
densidades conservadas de spin superior para probar la integrabilidad. El método
propuesto por Zamolodchikov en [20], aplicable a aquellas teorias cuya accién es
la suma de la de una CFT y de una perturbacién dada por un campo primario
asociado a dicha CFT, nos ha permitido obtener las densidades cuanticamente
conservadas de spin 2 y una densidad conservada de spin 4, asi como sus corres-
pondientes densidades asociadas de spines —2 y —4. Estos resultados nos permiten
asegurar la integrabilidad cuantica de los modelos split.



Capitulo 2

Teorias masivas y ecuaciones de
Toda no abelianas.

Las teorias de las que vamos a ocuparnos se caracterizan por sus ecuaciones de
movimiento, que son ecuaciones de Toda no abelianas. La descripcion y clasificacion
que de ellas presentaremos a continuacion se deben a C. R. Fernandez—Pousa, M. V.
Gallas, T. J. Hollowood y J. L. Miramontes y pueden encontrarse en las referencias
1, 2, 3].

La accién de estas teorias es una perturbacion de la accién del conocido modelo
de Wess-Zumino-Witten [7, 8], la cual rompe la simetria conforme pero preserva la
integrabilidad clasica, cosa que se manifiesta en la existencia de un conjunto infinito
de densidades conservadas que pueden ser obtenidas sistemdticamente mediante la, asi
llamada construccién de Drinfel’d—Sokolov.

2.1 Ecuaciones de Toda no abelianas.

Las teorias de Toda no abelianas pueden ser descritas, de forma general, mediante
una accién de la forma:

2
S[h] :% {Swzw[h] Sy deV(h)}, (2.1.1)
donde el término cinético Sy zw|h| es la accién del modelo de Wess—Zumino—Witten
(WZW) para un grupo Gy y /3 es una constante de acoplamiento que, a nivel cudntico,
para GGy compacto y no abeliano![6], est4 cuantizada cuando la teoria cudntica esté bien
definida®. En el apéndice A se describen las caracteristicas mds importantes del modelo
de WZW, asi como la razén de esta cuantizacion.
El grupo Gy, en el cual toman valores los campos de la teorfa, es un grupo de Lie
asociado a un algebra de Lie gy que se define del siguiente modo; si g es un algebra de

!De aqui en adelante denotaremos por § y g a un algebra de Lie compleja y a su forma real compacta
y por Gy G a los grupos de Lie asociados.

2Al cuantizar la teorfa 1/38% — (hk), donde k es el nivel de la representacién del dlgebra de Kac-
Moody, que toma valores enteros positivos.

11
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Lie compleja, semisimple y finita, y ¢ es un automorfismo de orden N finito de g, este
automorfismo induce una gradacién Z /N7 en g, que cumple las siguientes relaciones:

g = @ gja [gja gk]cgma (212)
JETL
donde, o(a) = exp(2mij/N)a, siendo a cualquier elemento contenido en ¢, y J = j

modulo N. Gy es el grupo de Lie asociado a la subalgebra invariante bajo el automorfismo
0.

Por otra parte, el potencial V' (h) tiene la forma®

V(h) = — (A, b 'A_h), (2.1.3)

donde A, son dos elementos ad-diagonalizables tales que A, € gz vy A € gy—, para
cierto k entero y no negativo.

La variacién de la accién (2.1.1) con respecto a h(x,t) 6 h™'(z,t) proporciona las
ecuaciones de movimiento de nuestro sistema,

O_(h t0.h) = —m?*[Ay, h AR, (2.1.4)
0, (0_hh™') = —m?[hA K™ A_], (2.1.5)
donde x4+ = t 4+ x son las coordenadas en el cono de luz y m es una constante con

dimensiones de masa y ambas ecuaciones son equivalentes entre si.
La integrabilidad cldsica [37] de estas ecuaciones de Toda se manifiesta en el hecho
de que admiten una expresién en forma de ecuaciones de curvatura nula

[0, + h7'0.h + imAy, O_ + imh™"A_h] =0, (2.1.6)

lo que hace posible demostrar la existencia de infinitas densidades conservadas clasicamente
utilizando la construccién de Drinfel’d—Sokolov [4], que luego particularizaremos para el
conjunto de modelos que se han estudiado en este trabajo.

2.2 Teorias con accién real y positiva.

La anterior construccion de las ecuaciones de Toda no abelianas tiene sentido para
cualquier eleccién de {g,o, AL} y, en funcién de dicha eleccién, se pueden obtener dife-
rentes tipos de modelos. De todos estos modelos estamos interesados en aquellos cuya
accién sea real y cuyo término de energia cinética tenga signo definido positivo.

Si deseamos tener teorias de campos unitarias deberemos imponer que la accién sea
real, lo cual implica que h € Gy, donde G es un grupo de Lie real cuya dlgebra asociada
go es una forma real de gg.

Pero ésta no es condicién suficiente, ya que deseamos tener un término cinético con
signo definido y esto implica restricciones en la eleccion de la forma real gy, que son

3En g la forma bilineal invariante y no degenerada se representard como (, ) y estard normalizada
de tal modo que las raices largas de Gy, ¥, tengan siempre longitud V2.
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diferentes, en funcién de que este dlgebra sea abeliana, no abeliana 6 reductiva, como es
nuestro caso.

e Si gy es una subdlgebra no abeliana y semisimple la energia cinética tiene signo
definido si y solo si gy es la forma real compacta de gy, lo cual significa que la
forma bilineal es definida negativa. En este caso, si h € G es de la forma general
h = €'®, la eleccién de la forma real compacta asegura que h' = h~', es decir h es
unitario.

e Si gy es una subdlgebra abeliana siempre es posible elegir la forma bilineal con
signo definido, tanto positivo como negativo.

Si elegimos el signo positivo, nos encontramos ante una situacién similar a la
del caso anterior y las teorias resultantes son las llamadas Todas con constate de
acoplamiento imaginaria. Esto se debe a que si la forma bilineal es definida positiva
la proporcionalidad del término cinético a 1/3? hace que sélo eligiendo 3 imaginaria
pura (con cuadrado negativo) se obtenga un término cinético definido positivo. El
ejemplo mas conocido de este tipo de teorias es el modelo de sine-Gordon.

Si por el contrario elegimos la forma bilineal definida negativa deberemos tomar una
constante de acoplamiento [ real para que la energia cinética sea definida positiva.
Por eso las teorias resultantes se denominan Todas con constante de acoplamiento
real y para éstas los elementos h € G son hermiticos, es decir, hf = h.

e En nuestro caso el algebra gy no es de ninguno de los dos tipos anteriores sino una
mezcla, es decir, tiene la forma general:

9o = Gss Du(l) ®--- D u(l), (2.2.7)

donde g5 es un algebra de Lie semisimple y no abeliana. Se dice entonces que gq
es reductiva.

En este caso la forma bilineal sera la forma real compacta para gs; y para los
generadores u(1) se elegird la forma real definida negativa, de manera que al tomar
la forma real compacta para el algebra de partida g, la forma real de gy es también
definida negativa.

Por todo lo explicado anteriormente, también en este caso el campo h(z,t) serd
unitario y esta propiedad sélo es consistente con las ecuaciones de movimiento si
se verifica la igualdad Airt = A4, la cual asegura ademds que el potencial V'(h)
es real, es decir V(h) = V(h)". Como A AL € g5y A,,Ai € gy debe
cumplirse que 2k = 0.

Esta ultima condicién, junto con la condicion de que las teorias resultantes sean
puramente masivas, impone restricciones muy fuertes sobre el orden que puede

tener un automorfismo o que caracterice a una teoria con accion real y positiva.
El resultado es, de hecho, la existencia de dos tinicas posibilidades no equivalentes:

o=1 6 o =1 (2.2.8)
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La primera clase de teorias, con ¢ = I, son teorias tales que g = g3, siendo g un

algebra de Lie compacta y semisimple, y se denominan modelos homogéneos de
sine-Gordon (HSG) [2, 3].

La segunda clase de teorias se caracteriza por la descomposicién:

9= 90 @ g1, (2.2.9)

que satisface las siguientes reglas de conmutacion:

[95,95] C g5, [9s,91] C 91, v [91,91] C 95: (2.2.10)

lo cual implica que estas teorias estan asociadas con espacios simétricos [32, 33].
Recordemos que un espacio simétrico compacto estd caracterizado por un par
(g,0), que cumple las siguientes condiciones:

— ¢ es un algebra de Lie real y compacta.

— o0 es un automorfismo involutivo que permite la descomposicién del dlgebra g
en subdlgebras asociadas a autovalores +1 de o, g = gy D ¢g;.

— go, el conjunto de puntos fijos bajo el automorfismo o, es una subalgebra
compacta de g.

— goNcentro(g) = 0.
Las teorfas caracterizadas por las relaciones (2.2.9) y (2.2.10) se conocen como mo-
delos de sine-Gordon de espacios simétricos (SSSG) y estdn asociadas con espacios

simétricos compactos del tipo G /Gy, donde G es la forma real compacta del grupo
asociado al algebra de Lie g.

De acuerdo con la clasificacién de Cartan, los espacios simétricos compactos pueden
ser de dos tipos?:

— FEspacios simétricos de tipo 1.

Estan asociados a un algebra de Lie compacta y simple ¢ y a un automorfismo
involutivo o.

— FEspacios simétricos de tipo II.

Estan asociados a un algebra de Lie compacta y semisimple g = g1 & go,
con g; = ¢o v a un automorfismo involutivo o que intercambia estas dos
subalgebras.

Debido a la clasificacién anterior los modelos SSSG se descomponen a su vez en
dos grupos, llamados modelos SSSG de tipo [ y de tipo II, en funcién del tipo de
espacio simétrico al que estén asociados pero, en ambos casos, tal espacio simétrico
es de tipo compacto.

4Cuando decimos que los espacios simétricos compactos son de dos tipos queremos decir realmente
que cualquier espacio simétrico compacto puede descomponerse en suma directa de espacios simétricos
de los tipos I y II (ver capitulo 8 de [32]).
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Las ecuaciones de movimiento de los modelos SSSG fueron estudiadas a finales de los
anos 70 [29] pero el estudio general de su formulacién lagrangiana fue llevado a cabo por
vez primera en [25], aunque en este articulo no se estudia ni la integrabilidad cuédntica
de estos modelos ni su espectro. Asimismo, un ejemplo particular, correspondiente al
espacio simétrico SU(3)/SO(3) fue estudiado en detalle por V.A. Brazhnikov en [26].

A partir de ahora nuestro interés se centrarda en los modelos SSSG de tipo I y, en
particular, en los asociados a espacios simétricos de rango maximal que denominaremos
modelos split.

Las condiciones que hemos impuesto a nuestros modelos suponen importantes res-
tricciones para el algebra g, para los elementos Ay y para el automorfismo o. Estas
restricciones son alin mayores si estamos interesados en teorias que admitan una des-
cripcién en términos de la matriz—S, lo cual es equivalente a seleccionar, de entre todos
los anteriores modelos, aquellos que correspondan a teorias puramente masivas. Esto es
lo que vamos a hacer en la siguiente seccién.

2.3 Teorias con un gap de masa.
El potencial V' (h) tiene una simetria global de la forma:
V(OthOéR) = V(h), (2311)

para todo par de elementos ay r pertenecientes a los grupos Gy, g, que son los grupos
asociados a las subdlgebras

gr. = Ker(ady_) N gy, gr = Ker(ady,) N gs, (2.3.12)

es decir, V(h) tiene una simetria global G x Gx. Esto implica que la teoria cuédntica
correspondiente a la accién (2.1.1) podria incluir en su espectro particulas de masa nula,
cosa que deseamos evitar.

Debido al cardcter semisimple de los elementos Ay se puede asegurar que el dlgebra
de Lie g tiene las dos siguientes descomposiciones ortogonales con respecto a sus acciones
adjuntas®:

g = Ker(ady,) ® Im(ady.), (2.3.13)

esto implica que, de acuerdo con las ecuaciones de movimiento (2.1.4) y (2.1.5), las
configuraciones de campos tales que

ho.h € Ker(ady,)Ngy 6 0_hh' € Ker(ady_ )N gy, (2.3.14)

corresponden a direcciones planas del potencial.
Por lo tanto, si queremos eliminar dichas direcciones planas, debemos tratar de in-
troducir de algin modo las condiciones

Pr(h'0.h) = PL(0_hh') = 0, (2.3.15)
SKer(ady,) es el centralizador de AL en g, es decir, el conjunto de elementos x € g, tales que
[#,A+] = 0, por otra parte Im(ada,) es la imagen de Ay en g, es decir, el conjunto de elementos

x € g, que se pueden escribir como x = [y, Ay ] para alginy € g.
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donde Pp, g son los operadores de proyeccién en las subalgebras (2.3.12).

El modo més natural de introducir nuevas ligaduras en una teoria es mediante una
simetria gauge. Supongamos entonces que pudiésemos gaugear todos los grados de li-
bertad correspondientes a direcciones planas del potencial, es decir, que pudiésemos
introducir una invariancia gauge local en la teoria.

Recordemos que estos modelos poseen una simetria quiral del tipo G (x,) X Gr(x_),
por lo tanto introducir una simetria gauge seria equivalente a extender, al menos en parte,
la simetria quiral original a una simetria gauge local. Esto implicaria la introduccién en la
accion original de campos gauge, los cuales satisfarian ciertas ecuaciones de movimiento.
Cuando fijasemos el gauge, haciendo una eleccion particular para los campos, estas
ecuaciones de movimiento se convertirian en ligaduras adicionales para el campo h(x, )
de la teoria.

La pregunta es entonces, ;qué condiciones tienen que satisfacer los grupos G, g para
que sea posible introducir una simetria gauge que elimine todas las direcciones planas
del potencial y tal que, al fijar el gauge de un cierto modo, las ecuaciones de movimiento
para los campos gauge se reduzcan a las condiciones (2.3.15)7.

Para responder a esta pregunta primeramente hay que identificar qué tipo de trans-
formaciones de simetria es posible gaugear. De acuerdo con [28] serd posible gaugear
aquellos grados de libertad asociados con un subgrupo H comin a GGj, y G, realizando
un “embedding”de este subgrupo en el grupo de simetria G, x G de la forma:

a — (g, ag), (2.3.16)
que nos permita introducir una invariancia gauge local
h — ap(z,t)hak(z,t) (2.3.17)

en nuestros modelos.

En nuestro caso se observa que para que sea posible gaugear todos los grados de
libertad correspondientes a direcciones planas del potencial, los elementos Ay deben de
ser elegidos de tal manera que g;, = gr = gg, es decir, en este caso H = G p y por lo
tanto deseamos extender toda la simetria quiral original a una simetria gauge.

Las transformaciones gauge mas generales que es posible gaugear fueron determinadas
en [1] y son de la forma:

h — aht(al), (2.3.18)

donde 7 es un automorfismo genérico de ¢g) que se relaciona con su correspondiente
automorfismo 7 en el grupo GY del siguiente modo:

F(e') = ™™, (2.3.19)

para todo i® € gJ.

Para gaugear las transformaciones (2.3.18) es necesario introducir campos gauge A
que tomen valores en g) y sustituir la accién Sy zw[h] en (2.1.1) por la accién de WZW
gaugeada Sy zw[h, AL] asociada al coset Go/GY. La accién invariante gauge resultante
tiene la forma

1

Slh,AL] = 7

{Swzw[h, Ay — m; / deV(h)}, (2.3.20)
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donde la accién de WZW gaugeada [24] es

Swawlh, Ax] = Swawlh / da( ~ (A, 0-hht) + (T(A), B0, h) +
+(ht A h, T(A )) — (A, AL)), (2.3.21)
y el campo gauge transforma como:
Ay — aAial — draal. (2.3.22)

Las ecuaciones de movimiento que se siguen de la variacién de la accién (2.3.21) con
respecto a h admiten también una forma de curvatura nula

[0y + hTO h + imA, + hTAYh 0 + 7(A ) + imhTA_h] = 0. (2.3.23)

y la variacién de la accién (2.3.20) con respecto a los campos gauge da como resultado
las ecuaciones

P(hfo.h + hfALR) — 7(AL) =0, (2.3.24)

P(—0_hhf + hr(A_)f) — A_ =0, (2.3.25)

donde P es el proyector en el subgrupo GJ. Proyectando (2.3.23) en g y usando (2.3.24)
y (2.3.25), podemos ver que el campo gauge es plano, es decir:

[0y + Ay, 0_ + A_] = 0. (2.3.26)

Para demostrar que las condiciones (2.3.24) y (2.3.25) realmente eliminan las direc-
ciones planas del potencial es suficiente con elegir ahora el gauge AL = 0, cosa que es
consistente debido a (2.3.26). En este gauge, podemos comprobar que las condiciones
(2.3.24) y (2.3.25) se reducen justamente a (2.3.15) coincidiendo también las ecuaciones
de movimiento (2.3.23) y (2.1.6).

Tenemos por tanto lo que queriamos, las mismas ecuaciones de movimiento con las
restricciones (2.3.15) que eliminan las direcciones planas del potencial.

De acuerdo con las ecuaciones de movimiento (2.1.4) y (2.1.5), el potencial (2.1.3)
tiene extremos cuando

(A, hiA_hg] = 0, (2.3.27)

y alcanzara un minimo absoluto para cierta configuracién de campos hg correspondiente
al vacio. Las particulas estaran asociadas a las fluctuaciones en torno a esta configuracién
de vacio.

El éxito del anterior procedimiento para construir una teoria con una gap de masa
requiere que todas las direcciones planas del potencial alrededor del vacio hg, excepto
aquellas que lo dejan invariante y que estdn asociadas con una simetria gauge resi-
dual, correspondan simplemente a transformaciones gauge. Es decir, para cualesquiera
i®,i0 € g3, con ®f = & y UT = ¥, debe ser posible encontrar in € g3, tal que
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e®hoet = eMhye T, (2.3.28)

A partir de esta condicion se obtiene la siguiente restriccion para el automorfismo 7:
T(u) £ hiuho, (2.3.29)

para todo elemento u € ¢J. Esta condicién implica que, por ejemplo, no seré posible
construir teorias masivas con transformaciones gauge vectoriales (7 = I) si la configu-
racion de vacio corresponde a hy = 1.

Ademas de todo esto, existe una condicién adicional que la configuracion de vacio hg
tiene que satisfacer que es la siguiente:

higShe = ¢0. (2.3.30)

Por lo tanto, hg tiene que inducir un automorfismo interno de gg que fije la subdlgebra
90-

Las condiciones (2.3.29) y (2.3.30) implican que p(u) = ho7(u)h) define un auto-
morfismo de g) que no puede dejar fijo ningiin elemento de g3. Esta condicién resulta
ser tan restrictiva que permite concluir que el algebra de Lie gJ debe ser abeliana [2].

En el caso de los modelos HSG, la condicién de que gJ sea abeliana implica que
sélo para elementos Ay en g = g5 regulares® y que conmuten entre si, las teorfas HSG
tienen un gap de masa. Esto significa que g es una subdlgebra de Cartan de g y que
las teorfas masivas HSG estédn asociadas con cosets G/U(1)", donde G es un grupo de
Lie semisimple y compacto de rango r,.

En cuanto a las teorfas SSSG, la condicién de que g) sea una subalgebra abeliana
no requiere que A, sean elementos regulares. En este caso, es conveniente introducir la
nocion de subespacio de Cartan.

Consideremos la descomposicién g = ¢5® g7 asociada con el espacio simétrico G /Gy.
Un subespacio de Cartan s C g7 es un subespacio maximal abeliano de gi, cuyos elemen-
tos son ademads semisimples [32]. Para un espacio simétrico dado, todos estos subespacios
tienen la misma dimension, la cual define el rango del espacio simétrico, rank(G/Gy).

Como g3 C gy es un conjunto abeliano de elementos semisimples que depende direc-
tamente de los elementos A, es facil demostrar que su dimensién estd acotada como

0 < rank(G) — rank(G/Gy) < dim(gy) < rank(Gy). (2.3.31)

En el caso particular de que A4 sean elementos regulares y Ker(ady, ) sea una subalgebra
de Cartan de g, la dimensién de g se iguala a la cota inferior rank(G) — rank(G/G).

En cualquier caso, las teorias masivas SSSG estaran asociadas con cosets de la forma
Go/U(1)?, donde G/G es un espacio simétrico compactoy p = dim(gJ). Es importante
senalar que p puede anularse si el rango del espacio simétrico G/G coincide con el rango
de GG. Entonces la teoria masiva SSSG resultante es simplemente una perturbacién del

6Se dice que A = A 6 A_ es regular si Ker(adyl,) es una CSA del lgebra finita g. En el caso no
regular, por el contrario, A vive en un hiperplano perpendicular a alguna raiz a, por lo que [A,E,] =0
para el operador paso E, asociado a dicha raiz y entonces Ker(ada|,) es mayor que una subélgebra de
Cartan de g.
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modelo de WZW correspondiente a Gy. Es precisamente este caso el que vamos a
estudiar. Este subconjunto de los modelos SSSG de tipo I son los, ya mencionados,
modelos split.

Antes de pasar a estudiar concretamente las caracteristicas de los modelos SSSG 'y,
particularmente, de los modelos split, resumimos en la tabla siguiente los principales
resultados que se han presentado hasta este momento.

Accién real y positiva  Teorias puramente masivas

h € Gy compacto Simetria gauge: h — ah7(al)
h(z,t) 7€) = e(®) 7 € Aut(g))
ht =ht compatible con (, )
AL Ay = AL g) = Ker(ady,) N gy, abeliana

Ay € g,;:>ﬂ:0

o c=1 = HSG
o?=1 = SSSG

T m(u) # hluhy Yu € ¢

higdho = g3

Tabla 2.1: Caracteristicas de las teorias de Toda no abelianas puramente masivas y con accion
real y positiva, siendo hg la configuracion de vacio.

2.4 Teorias sine-Gordon de espacios simétricos.

2.4.1 Modelos SSSG asociados a A, regulares y no regulares.

Como hemos visto en la seccion anterior, la construccién de las diferentes teorias
SSSG asociadas a un determinado grupo de Lie compacto GG empieza con la eleccion de
dos elementos semisimples A en g, el dlgebra de Lie asociada a G.

En el caso de los modelos HSG, la condicién de que la teoria tuviese un gap de masa
implicaba automaticamente que los elementos AL debian ser regulares. En el caso de
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los modelos SSSG esto ya no es asi sino que existen las dos posibilidades: Ay regulares
y no regulares.

Salvo las restricciones que a continuacion presentamos, la eleccion de Ay es libre, de
modo que estos elementos pueden ser interpretados como las constantes de acoplamiento
de la teoria.

e Ay no regulares.

En este caso Ker(ady,) en g es “mayor”que la CSA en el sentido de que contiene
a la subdlgebra de Cartan pero ademads existe alguna raiz, @, tal que [A, E,] = 0,
de modo que contiene también generadores que no pertenecen a la CSA.

La dimensién de la subdlgebra abeliana g verifica:

dim(g)) = p, con 0 < rank(G) — rank(G/Gy) < p < rank(Gy), (2.4.32)

de modo que estos modelos estan asociados a cosets del tipo Go/U(1)?, y p puede
tomar toda la serie de valores que indica (2.4.32).

Cada una de las teorias resultantes para los diferentes valores de p esta caracte-
rizada de nuevo por una accién del tipo (2.3.20), donde h es un campo bosdnico
que toma valores en Gy, Ai son conexiones gauge que toman valores en g3, y
Swazwl|h, A4] es la acciéon WZW gaugeada para el coset Go/G) ~ Go/U(1)", dada
por la ecuacién (2.3.21).

o A, requlares.

En este caso Ker(ady,) en g es una CSA que contiene a Ay y la dimensién de la
subalgebra abeliana g es:

dim(gy) = rank(G) — rank(G/Gy) = p, con 0 <p < rank(G)).  (2.4.33)

Es interesante destacar que si elegimos A regulares los modelos SSSG resultantes
pueden ser vistos como una reduccion de los modelos HSG asociados a los mismos
elementos regulares A.

Las ecuaciones de movimiento y accién de los modelos SSSG anteriores son total-
mente andlogas a las de los HSG asociados a los mismos AL, sin mas que imponer
que el campo h(z,t) viva ahora en G en lugar de G. En particular, esta relacién
hace posible, a nivel clasico, obtener las densidades conservadas asociadas a es-
tos modelos SSSG como una reduccién de las densidades correspondientes a los
modelos HSG con los que estéan relacionados.

Dentro de los modelos SSSG asociados con Ay regulares podemos distinguir dos
casos:

— dim(g)) = 0: Modelos Split.

En este caso la CSA estd enteramente contenida en el subconjunto ¢; de g. Al
ser nula la dimension del grupo gauge, las teorias resultantes son puramente



2.4. Teorias sine—Gordon de espacios simétricos.

21

masivas sin necesidad de llevar a cabo ninguna transformacién gauge. De
hecho son simplemente perturbaciones del modelo de WZW correspondiente
al grupo de Lie Gy. Estos modelos son los modelos split y en ellos vamos a
concentrarnos en lo sucesivo.

Los espacios simétricos que dan lugar a modelos split son los de rango maximal
y se presentan en la tabla siguiente:

| | G/Gy | rango(G/Gy) | dimensién(G/Gy) |
Al SU(n)/SO(n) n—1 s(n—1)(n+2)
BD I SO(2n)/SO(n) x SO(n) n n?
BDI | SO(2n+1)/SO(n) x SO(n+1) n n(n+1)
CI Sp(n)/U(n) n n(n+1)
ol Es/Sp(4) 6 1
EV E./SU(8) 7 70
E VIII Es/SO(16) 8 128
FI F1/Sp(3) % SU(2) 1 23
G G»/SU(2) x SU(2) 2 8

Tabla 2.2: Espacios simétricos que dan lugar a Modelos Split.

Como podemos ver existe un espacio simétrico de rango maximal por cada
algebra de Lie compleja simple.

Para evitar confusiones es importante senalar que la notacién AI, BDI...
que aparece en la tabla anterior para los diferentes espacios simétricos es
la utilizada en [32] y no estd relacionada con la distincién entre espacios
simétricos de tipo I y II de la que hemos hablado anteriormente. Como ya
hemos indicado anteriormente, dado que G es simple y compacto, todos los
modelos que estamos estudiando son de tipo L.

dim(g5) = p # 0

En este caso la CSA ya no estd enteramente contenida en g; siné que tiene
también parte en la subdlgebra invariante go. Las teorias resultantes son
cosets del tipo Go/GY con G) ~ U(1)".

La accién asociada a estos modelos SSSG tiene la forma (2.3.20), donde h
es un campo bosonico que toma valores en Gy, AL son conexiones gauge que

toman valores en g0, y Swzw|h, A+] es la accion WZW gaugeada para el coset
Go/GY) ~ Gy /U(1)?, dada por la ecuacién (2.3.21).

Salvo para los modelos split, para los cuales la dimension del grupo de simetria gauge

es nula, la

donde, «

accién (2.3.20) es invariante bajo las transformaciones gauge:

h(z,t) — e*he™™(®), (2.4.34)

a(z,t) toma valores en u(1)” y 7 es un automorfismo arbitrario de g

Ai — Ai — aia,

que preserva la restriccién a este dlgebra de la forma bilineal. Como gJ es un dlgebra
abeliana, 7 puede ser cualquier elemento del grupo ortogonal O(p).
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Ejemplo: g = su(4), go = so(4).

Como ejemplo de todo lo explicado anteriormente y con objeto de ver en un caso con-
creto la aparicion de diferentes tipos de modelos para gy go fijos, en funcién de la eleccién
de los elementos A, consideremos uno de los espacios simétricos incluidos en la tabla
anterior: G/Go = SU(4)/SO(4). En este caso rank(SU(4)) = rank(SU(4)/SO(4)) = 3.

Un elemento de SO(4), en la representacién fundamental, tiene la forma general:

0 a b ¢
—a 0 d e

M = -b —d 0 f |’
—c —e —f 0

siendo a,b,c,d,e y f reales.
Por otra parte, el elemento A que representa a A, 6 a A_ puede representarse me-
diante una matriz diagonal, antihermitica y de traza nula, es decir:

ia 0 0 0
fois oo _
A= 0 0 iv 0 | con a+ B +v+p=0.
0 0 0 p

El conmutador de un elemento general de SO(4) y A da como resultado:

R ! G
B | iala — 1 —v) we(B—p
H=IMAL =\ o =) -~ 0 if(y-p)
icla —p) ie(B—p) if(y—0p) 0

s

Si queremos saber cudl es la dimensién de g debemos resolver la ecuacién H = 0.
Tenemos varias posibilidades segtin las posibles formas de AL que sean compatibles con
las condiciones vistas en las secciones anteriores:

e Si las componentes de la matriz A son todas ellas diferentes entre si, la matriz H
se hace nula sélo si lo es la matriz M. Pero si todas las componentes de M son
nulas, dim(g)) = p = 0. En este caso la CSA esta contenida en g; y A es regular,
es decir, tenemos el modelo split asociado al espacio simétrico SU(4)/SO(4), el
cual tiene tres constantes de acoplamiento o, 5y 7.

e Si o = 3, la condiciéon de traza nula implica que v = —2a — p y H es nula sélo si
tomamos b =c=d =e = f =0 en la matriz M.

En este caso:

a0 0 0 0 a 00
0a 0 0 —a 0 0 0
A=il g 0 Zaa—p 0| YM=] 0 00 0|
00 0 0 000
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tenemos entonces g) ~ so(2) ~ u(1) y dim(g)) = 1.

Por lo tanto A es no regular y tendrfamos una teoria asociada a un coset SO(4)/U(1)
con 2 constantes de acoplamiento o y p.

e Sia= [y =np, lacondicién de traza nula implica que « = —y y H tiene todas
sus componentes nulas sélosid =b=c=¢e = 0.

En este caso:

10 0 0 0 a 0 0
01 0 0 —a 0 0 0

A=dal g 21 o | YM=] 09 o o 7|
00 0 -1 0 0 —f 0

tenemos entonces g3 ~ s50(2) ® s0(2) ~ u(1)* y dim(gg) = 2.

Por lo tanto A es no regular y tendriamos una teorfa asociada a un coset SO(4)/U(1)?
con una constante de acoplamiento c.

e Si f = v = p, la condicién de traza nula implica que o« = —33. En este caso, el
unico modo de hacer nulas todas las componentes de H es tomar en M, a = b =
¢ = 0. De este modo:

300 0 00 0 0
1 o 100 0 0 d e

A=iBl g g1 0| YM=|0o —a o |
0 00 1 0 — —f 0

tenemos entonces gy = so(3). Sin embargo so(3) no es un dlgebra abeliana, condi-
cion que habiamos indicado como imprescindible para que la teoria correspondiente
tuviese espectro puramente masivo. Por lo tanto, podemos concluir que no es posi-
ble elegir A de la forma anterior.

En resumen, a partir de un mismo espacio simétrico SU(4)/SO(4) podemos construir
3 teorias no equivalentes, que corresponden a:

(1) AL regulares y dim(g)) = 0 = modelo split asociado al espacio simétrico

SU(4)/SO(4).

(2) A no regulares y 0 < dim(g)) < rank(Go) =2 = modelos SSSG de tipo I
asociados a los cosets SO(4)/U(1)* y SO(4)/U(1).

2.4.2 Espectro de particulas fundamentales de los modelos split.

Asumiendo que las condiciones previas se cumplen, esperamos que todas las fluctua-
ciones de los campos en torno al vacio correspondan a excitaciones masivas en la teoria
cuantica.
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Si tomamos h = hgexp(®), con ® € g5 y &' = —®, las condiciones linealizadas
(2.3.15) y las ecuaciones de movimiento (2.1.4) y (2.1.5) son

P(®) =0 y 9,00 = —4m?[ AL, [h{A_ho, ®]], (2.4.35)

las cuales demuestran que las particulas fundamentales estan asociadas con autovalores
no nulos de [A,,[A{A_hg,e]] en g5. Veamos cudles son las masas de las particulas
fundamentales correspondientes a los modelos split.

Consideremos una base de Cartan-Weyl para el dlgebra de Lie compleja g, consistente
en una subdlgebra de Cartan h y operadores paso FE,, donde @ es una raiz de g. Esta
subslgebra de Cartan contendra tanto a A, como a A_ = hTA ho puesto que A son
elementos regulares que conmutan entre si y puede asegurarse que A_ vive en la misma
CSA que A_. Ademés A, y A_ deben satisfacer (2.3.27), y la proyeccién en gg de la
CSA h en la que toman valores debe ser justamente g) = {0}.

Nuestro objetivo es encontrar la forma que tienen los campos ® que hacen que
[Ay, [AdA_ho, ®]] sea diagonal, puesto que los autovalores no nulos de esta matriz de
masas nos daran las masas de las particulas fundamentales de la teoria.

Es facil comprobar que la diagonalizacién tiene lugar cuando el campo tiene la forma
® = ¢t*, siendo ¢ real, de modo que ® es un campo antihermitico que toma valores en
la subalgebra u(1) de g generada por t*. Con esta eleccién para el campo y si tomamos
Ai = idit4, las masas de las particulas fundamentales de estas teorfas estdn dadas por”

m2 =4m?(a- Ay)(a-A), (2.4.36)

y tienen que ser positivas para que el potencial tenga su minimo absoluto en h = hy. En
el caso de los modelos split A, y A_ son elementos contenidos en la misma CSA y en
la misma cdmara de Weyl. En particular, siempre es posible elegir una base de raices
simples de g, {ai, -+, .}, tal que se verifiquen las condiciones @;- Ay > 0y a;-A_ >0,
es decir, tal que Ay y A_ estén contenidas en la cdmara fundamental de Weyl de h. Por
lo tanto, @- A, y @-A_ no pueden anularse para ninguna raiz @ siendo entonces siempre
positivos, puesto que el campo & = ¢t es un campo que vive en la subdlgebra gy, cuyos
generadores son los elementos {t“}.

En resumen, para los modelos split, A+ son ambos elementos regulares contenidos en
la misma CSA. La condicién (2.3.27) significa que los extremos del potencial son campos
ho que mantienen a A_ en la misma CSA que Ay. Pero, si hg es un minimo del potencial
entonces A, y A_ estdn ademds en la misma cdmara de Weyl y el espectro de particulas
fundamentales es tal que, asociada con cada raiz positiva @ de g, existe una particula
fundamental descrita por un campo real cuya masa viene dada por (2.4.36).

Aparte del espectro de particulas fundamentales que acabamos de describir, es facil
comprobar la existencia de soluciones soliténicas tipo sine-Gordon, como veremos en la

"Se verifica que:
[A+7[A—vta]] = _Aﬁj‘f[tAa[thta]] = (O_Z'A-i-)(o_g'j‘—)tav

donde HA = —it*, HB = —itB son elementos de la CSA y hemos utilizado la relacién de conmutacién
[HA E,] = o E,.
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seccién (2.4.4). Aligual que las particulas fundamentales, estos solitones estan asociadas
con las raices de g.

No existe razéon alguna para pensar que estas sean las tnicas soluciones de tipo
solitonico asociadas con los modelos split, sino que podrian existir otros tipos de solitones
diferentes, sin embargo, éstas pueden ser obtenidos muy sencillamente y, por cada raiz
de g, al igual que en el modelo de sine-Gordon, tendremos un solitén, un antisolitén y
los correspondientes “breathers”.

Antes de pasar a estudiar en detalle este tipo de soluciones es conveniente especificar
la normalizacién de la forma bilineal en g que se ha utilizado. Introduciremos también
ciertas definiciones que nos ayudaran a entender mejor resultados posteriores.

2.4.3 Realizacion de la base t* de g para los modelos split.

Es conveniente senalar en este punto algunos aspectos importantes acerca de la rea-
lizacién de los elementos t* de la base del dlgebra g que vamos a utilizar.

En primer lugar consideraremos una base de generadores antihermiticos, normalizada
de modo que:

(1 th)y = —5, (2.4.37)
donde (, ) es una forma bilineal en g, es decir, una aplicacién de la forma:
(,):gxg — C, (2.4.38)

tal que para cualesquiera a, b en C y ¢, t* y ¢ en g se verifica que:
(at® + bt®,t°) = a(t®,1¢) + b(* 1), (2.4.39)
Esta forma bilineal tiene ademas las siguientes propiedades:
e Simétrica.
(10,1°) = (t5,t%) ¥ 1, ¢ (2.4.40)
e [nvariante.
([t 8%, 1) + (%[t t]) = 0 ¥ ¢ ¢ ¢ (2.4.41)
e No degenerada.
La matriz cuyas componentes son
Bae = (t%,t°), (2.4.42)

es no singular.

En nuestro caso, distinguiremos entre los generadores de la CSA, que denotaremos por
tAtB ... con A,B,--- = 1,---,rank(G), y los otros generadores que seran denotados
como t', I, -

La realizacién de esta base a partir de una base de Chevalley para la complexificacion
de g se construye siguiendo los pasos que se explican en los siguientes apartados:
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e En primer lugar consideremos una base de Cartan-Weyl de g constituida por los

elementos HA, A = 1,---,rank(g), que generan la subalgebra de Cartan (CSA)
de g, y los operadores paso E,, que satisfacen las reglas de conmutacion generales:

[HY E,] = (H* H*)E,, [FEs, E_o] = (E., E_oYH?, (2.4.43)

donde H® es un elemento de la CSA que depende tanto de la raiz considerada como
de la forma bilineal. Esta dependencia es tal que las relaciones de conmutacion
(2.4.43) son invariantes bajo un cambio en la normalizacién de la forma bilineal
pues éste se compensa con la transformacion de los elementos H®.

Supongamos que H es un elemento arbitrario de la CSA que puede expresarse
como combinacién lineal de los elementos H* de la base del siguiente modo

rank(g)
H = pt-HY =i H, (2.4.44)
A=1
donde, en la ultima igualdad, hemos utilizado notacién vectorial. Del mismo modo,
utilizando esta notacién vectorial, es posible escribir H* = a - FI, siendo @ una
raiz de g.

Los elementos H* de la CSA inducen, mediante la forma bilineal (, ) otra forma
bilineal simétrica y no degenerada que se corresponde con el siguiente producto
escalar:

i f=(H*H"), (2.4.45)

en funcién de la cual los elementos de la matriz de Cartan A;; que caracteriza a
toda algebra de Lie tienen la forma:

(2.4.46)

siendo @; con i = 1,---,rank(g) las raices simples del algebra.

Introducidas las anteriores definiciones (ver [34, 36]), podemos pasar ya a discutir
la eleccion de la forma bilineal y de los generadores que serd més conveniente para
nuestro caso.

Un modo de fijar la normalizacién de la forma bilineal consiste en fijar el valor del
cuadrado de las raices largas del algebra de Lie.

En nuestro caso estamos interesados en utilizar una forma bilineal no degenerada
tal que las raices largas de go tengan cuadrado 2 (U2 = 2).

El interés de esta eleccion particular de la normalizacion es debido a la condicién de
cuantizacién (A.0.11) que presentamos en el apéndice A. Es claro que precisamente
cuando \1130 = 2, dicha condicién de cuantizaciéon adquiere su forma mas sencilla,
estando 1//3? restringido a tomar valores enteros.
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La eleccién particular de la normalizacion utilizada influye también en el valor del
casimir de g en la representacion adjunta, puesto que, en esta representacion

Cy = V2h) = (H" H"Y )h/, (2.4.47)

siendo h; el nimero de coxeter dual de g.

Sin embargo, la elecciéon de una u otra normalizacién para la forma bilineal no
afecta a las relaciones de conmutacién (2.4.43), como ya hemos dicho, ni a los
generadores FE,, cuya normalizaciéon puede ser fijada independientemente de la
forma bilineal, como tampoco influird en la forma de los generadores de la base
compacta t* que presentaremos mas abajo.

Tampoco el cociente \113 / \Ifzo, que aparecera con frecuencia en resultados posterio-
res, se ve afectado por la eleccion de la forma bilineal puesto que los cuadrados
de ambas raices largas, la de g y la de gy se calculan utilizando una misma forma
bilineal.

e Hechos estos comentarios, supongamos que (, ) es la forma bilineal normalizada
de modo que la longitud al cuadrado de las raices largas de g es ¥2 y (|) la
forma bilineal normalizada de modo que la longitud al cuadrado de las raices
largas de gy es 2. Dado que g es semisimple®, existird entre ambas una relacién de
proporcionalidad de la forma:

(|)=N{(,), (2.4.48)

donde N es una constante para cada espacio simétrico G/Gj.

Puesto que ( HA, H®) es invariante bajo cambios de normalizacién en la forma
bilineal, la relacién (2.4.48) implica que los nuevos elementos H® de la CSA, aso-
ciados a la forma bilineal (|) se relacionan con los elementos H* correspondientes
a la forma bilineal (, ) del siguiente modo,

H* = —. 2.4.49
N ( )

Es facil obtener el valor de N sin mas que utilizar los resultados anteriores:

v v _ v v _ 2( 1¥ rrv 2 _ 1,2
N(H", HY) = (HY|H"%) = N*(H%|H") = ¥2 = N¥2,  (2.4.50)

es decir,
\112
N = -4 (2.4.51)
v
o bien, si consideramos un generador H"s en lugar de HYs en (2.4.50),
\IJQ
N=-2 (2.4.52)

8Cuando un 4lgebra de Lie es semisimple todas las formas bilineales no degeneradas son propor-
cionales entre si.
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e Los generadores de la base compacta serdn los siguientes:

th = iHY, t* = N(By— E o), t% = iNo(E,+E ). (2.4.53)

Las constantes Ni, N, quedan fijadas si imponemos que la forma bilineal ()
satisfaga también la condicién (2.4.37), y sus valores son:

1

N =Ny = \| 75
L 2(EalE-a)

(2.4.54)
Como vemos, la normalizacién de los operadores paso F,, queda libre y es indepen-
diente de la normalizacion de la forma bilineal. Tanto t* como ¢%, son invariantes
bajo cambios de normalizacién de los operadores paso, como también lo eran la
relaciones generales de conmutacién (2.4.43).

Podemos ahora particularizar para algunos de los modelos split, aquellos asociados
a dlgebras de Lie g clasicas, y obtener los valores de N = W2 /W2

(a) G/Gy = SU(n)/SO(n) = N=-_L.

(b) G/Gy = SO(2n)/SO(n) x SO(n) = N = -1

(¢) G/Go = SO(2n+1)/SO(n) x SO(n+1) = N =gzl

2n—1)"

(d) G/Gy = Sp(n)/U(n) = N =5+

2(n+1)"

Estos resultados se han obtenido utilizando las realizaciones matriciales de los ge-
neradores de la base compacta propuestas en el apéndice E del segundo tomo de
[36]. Como vemos, en los casos (b) y (c), las dlgebras de Lie gy son semisimples,
en particular, son suma directa de dos subdlgebras simples. Por ello es natural
considerar la posibilidad de que no sea posible normalizar los cuadrados de las
raices largas de ambas componentes simples simultaneamente (con la misma for-
ma bilineal) a 2. Afortunadamente, es facil comprobar que este problema no se
presenta en ninguno de estos dos casos.

Para finalizar, nos parece de interés presentar una serie de relaciones generales que
pueden obtenerse partiendo simplemente de la igualdad

fabCfdbc _ Cg6ad — \IJZh;/(Sad, (2455)

donde Cy es el casimir asociado a la representacion adjunta de g.

Si tomamos a = a y d = 3 obtenemos

Qgh;&aﬁ _ 2fo7aAfo7ﬂA + fa6fyfﬁ6fy + fagﬁfﬁgﬁ. (2456)
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Puede demostrarse que, en el caso a = [3, se verifica la igualdad
foz&yfa&y _ fagﬁfagf'y, (2457)
y, en este caso, (2.4.56) se convierte en

W2hydim(go) = 2 ata + 2007 fo0. (2.4.58)

a>0

Pero, si Gy es simple y, como ocurre en el caso de los modelos split, esta generado
por los generadores {t“}, se cumplird en la representacién adjunta,

faﬁéfaﬂﬁ — Cgoéaa — \112 hY 60‘&, (2459)

go "go
y esta igualdad nos permite escribir (2.4.58) finalmente como

U2hydim(go) = 2 atat + 202 Y dim(go). (2.4.60)

go'"g9o
a>0

Por otra parte, si en (2.4.55) tomamos ahora a = A y d = B, la relacién que
obtenemos es
W2pY
\Ilgh;/(SAB =2> a'? = Y ot = LL5P (2.4.61)

a>0 a>0 2

que, sustituyendo en (2.4.60) nos da la siguiente igualdad

Ty\> 2hy, dim(go)
(3,2) = Wdimtgs) = rank(a)] (24.62)

que podemos utilizar, por ejemplo, para obtener la relacién entre las longitudes de
las raices largas de las algebras g y gy para un ejemplo concreto.

Si tomamos g = su(n), b, = n, go = so(n) y h;, = n—2 obtenemos precisamente

\Psu(n) 2
sy = g (2.4.63)
(\Ijso(n)

resultado que aparecera de nuevo en el capitulo 3, obtenido por un procedimiento
totalmente diferente, lo cual pone de manifiesto su independencia con respecto a
la normalizacién de la forma bilineal como ya habiamos senalado.

2.4.4 Soluciones soliténicas de los modelos split.

Como es habitual cuando se estudian modelos integrables, estamos interesados en en-
contrar soluciones de tipo soliténico. En esta seccion, como ya hemos adelantado, vamos
a construir algunas soluciones de este tipo, a partir de los subgrupos uniparamétricos de
Gy generados por los elementos t*, subgrupos que son evidentemente isomorfos a U(1).

La construccién de estos solitones es especialmente sencilla, aunque no podemos
asegurar que constituyan el conjunto completo de solitones de los modelos split, y guarda
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una estrecha relacién con la construccién de los solitones del modelo de sine—Gordon. De
hecho, los solitones de los modelos split que hemos construido resultan del “embedding”
de solitones tipo sine—Gordon en Gy.

De acuerdo con lo anterior es conveniente hacer ahora un breve repaso de las carac-
teristicas mas importantes del modelo de sine—-Gordon ordinario.

La densidad lagrangiana invariante Lorentz que caracteriza al modelo de sine-Gordon
ordinario (ver por ejemplo [35]) es de la forma:

1
L(z,t) = 50upd"p + V), (2.4.64)

V(e) = ™ (cos(vA/m)p - 1), 2.465)

siendo m una constante con dimensiones de masa y A una constante de acoplamiento.
La ecuacién de movimiento para el campo ¢(z,t) es la siguiente:

010, + %sen(ﬁ/m)gp = 0. (2.4.66)

En el caso estatico, la anterior ecuacion presenta dos tipos de soluciones:

ss(x) = iﬂtan_l[em(’““)], (2.4.67)
VA

donde z( es una constante de integracion. La solucién de signo positivo se denomina
solitén (s) y la de signo negativo antisolitén (5). Debido a la invariancia Lorentz ante-
riormente mencionada, dada una solucién estdtica de la ecuacién de movimiento p(z),
su transformacién Lorentz nos proporciona soluciones no estaticas. Dado que ¢(z) es
un campo escalar dichas soluciones no estaticas se obtienen transformando Lorentz la
coordenada z, tal y como se indica a continuacion:

r — (v — ut)/V1 — u? (2.4.68)
donde u es la velocidad del nuevo sistema de referencia con respecto al sistema de

referencia en el cual soliton y antisoliton estan en reposo.

Existen también otro tipo de soluciones llamadas “breathers” que pueden interpre-
tarse como estados ligados de un solitén y un antisolitén. La forma general de estas
soluciones es:

sen mvt2
oy(z,t) = ™ tan~ (— ‘Hn’l’x) (2.4.69)
vV v cosh( )

para una configuracién en reposo, mientras que las soluciones moviles se obtendrian
haciendo las correspondientes transformaciones (“boost”) Lorentz de las coordenadas
(x,t). v es un pardmetro que puede tomar cualquier valor cldsicamente pero que, al
cuantizar semiclasicamente la teoria, queda restringido a un conjunto de valores discretos
y, por lo tanto, el nimero de solitones de tipo “breather” también es discreto en este
caso.
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Las soluciones (2.4.69) son periédicas con periodo:

211 + 02
7_ = -

2.4.70
—t (2.4.70)

que se interpreta como el periodo de oscilacion relativo del solitén y el antisoliton.

Recordemos que un solitén es una solucion de las ecuaciones de movimiento que
tiene energia finita y densidad de energia localizada. Estas condiciones implican que los
campos que representen soluciones de este tipo deben tomar asintéticamente valores que
se correspondan con minimos del potencial. En el caso del modelo de sine—Gordon, el
conjunto de minimos del potencial es el siguiente conjunto discreto:

2mm

SOO:W

Todas las configuraciones de energia finita, tanto estdaticas como dependientes del
tiempo pueden ser pues clasificadas en sectores topoldgicos, caracterizados por una carga
topologica () que toma valores enteros y se define como:

@ = Lo fplo0) - pl—o)] = 2= [

n, neZ. (2.4.71)

dip
= dr—— /A 2.4.72
2mm J - x@x € (2:4.72)

Por otra parte, el comportamiento asintético de los solitones, antisolitones y “breathers”
de sine—Gordon es de la forma:

2mm
Pss(+00) — @os(—00) = £——=, ¥ @u(+o0) — @y(—00) =0,  (2.4.73)
VA
por lo tanto, de acuerdo con la definicién (2.4.72) el solitén y antisolitén de sine-Gordon
tienen respectivamente cargas topoldgicas +1 y —1 mientras que los “breathers” tienen
carga topoldgica nula.

Consideremos ahora los modelos split. Recordemos que la acciéon de las teorias de
Toda no abelianas tiene la forma general:

1 m? 9
Sh] = = { Swawlh] — & / 22V (h) . (2.4.74)
B T
La accién del modelo de WZW en Gy, es la que presentamos en el apéndice A,
f’
Swazw = 3 + T'[B], (2.4.75)

donde I'[B] es el término de WZ (A.0.2) que, en este caso, no tiene relevancia puesto
que, al ser el subgrupo embebido en Gy isomorfo a U(1), se anula y

F = —/de(h*18Mh|h*18“h). (2.4.76)
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Sea un campo h = e®, con ® = ¢ 1%, que toma valores en el subgrupo uniparamétrico
de Gy generado por el elemento t* y sustituyamos esta expresion para el campo h en
(2.4.76). El resultado es el siguiente:

Swawl(¢] = 8% / d*z0), ", (2.4.77)

y, en cuanto al potencial V' (h), que tiene la forma general °
V(h) = —(Ay|RTA R) + (A4 A ). (2.4.78)

puede comprobarse ficilmente que si Ay = iA{td y h = ",

= (cos(V@S) — 1), (2.4.79)

Vie) = dra?

siendo m,, la masa de la particula fundamental asociada a la raiz @ que fue obtenida en
la seccién (2.4.2).
En resumen, la densidad lagrangiana correspondiente al campo h = e?* es

L(z,t) = o 62( 8, 00" b + —(cos(\/_gb) - 1), (2.4.80)
que, haciendo los cambios de variables
¢ = V@, y T, = mazy, (2.4.81)
se transforma en:
m2
L(z,t) = Ina 42( PO ) + cosp — 1) (2.4.82)

Esta densidad lagrangiana es la del modelo de sine-Gordon restringido, que es la mis-
ma que para el modelo de sine-Gordon ordinario con la particularidad, a nivel cudntico,
de que la constante de acoplamiento esta cuantizada debido a que la teoria de partida
es un modelo de WZW perturbado. Por lo tanto, la ecuacion de movimiento corres-
pondiente a la densidad lagrangiana (2.4.82) es, salvo constantes, idéntica a (2.4.66) y
sus soluciones son también del mismo tipo que en sine-Gordon, es decir, por cada raiz
a > 0 tenemos un espectro de solitones formado por un solitéon, un antisolitén y los
correspondientes “breathers”.

La energia asociada a cualquier solucién ¢(x,t) de la ecuacién de movimiento corres-
pondiente a la densidad lagrangiana (2.4.82) viene dada por:

El¢] = 4%2 _ /+°° dx{ (gf) + % (Z—i)Q + (1= cosp) }, (2.4.83)

y, en particular, para el solitén y el antisolitén estaticos (2.4.67), coincide con su masa:

%En la expresién del potencial se suma el término (A4 |A_) con la finalidad de ajustar la energfa del
estado fundamental E = 0.
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ME = = —m,. (2.4.84)

Teniendo en cuenta la expresién de las masas m, dada por (2.4.36), es ficil comprobar
que:

Marp > Mo + mg = M > M> + MP. (2.4.85)

Esta desigualdad significa que, el solitén (o antisolitén) de masa M2*# es, en general,
inestable.

Por otra parte, es conocido que las masas de los estados ligados correspondientes a
los “breathers” [12] vienen dadas por:

=2
M,(a) = 2M§‘sen(% n) < 2MY, (2.4.86)

donde hemos utilizado la condicién de cuantizacién 1/4% = k y n es un entero positivo
tal que n < 2k/a?. Este valor limite es el valor para el cual la masa del “breather” se
hace igual a 2M y por ello esta prohibido, pues en ese caso los “breathers” podrian
desintegrarse en pares soliton—antisolitén. Asi pues los “breathers” se interpretan como
estados ligados soliton—antisolitéon y, por cada raiz @, tendremos un conjunto de

-1 (2.4.87)

“breathers”.

Dada la proporcionalidad de la masa de los “breathers” asociados con una raiz @ a la
masa del solitén correspondiente a esa misma raiz, también las masas de los “breathers”
verifican desigualdades similares a (2.4.85) que, en particular, en el caso de élgebras
de Lie g simplemente enlazadas, son exactamente del mismo tipo. Por ello, podemos
concluir que, en el caso de algebras de Lie simplemente enlazadas, sélo los solitones,
antisolitones y “breathers” correspondientes a raices a; simples dan lugar a particulas
estables.

Por otra parte, si en la expresién (2.4.86) sustituimos la masa del solitén por su valor
(2.4.84) es facil comprobar que, en el limite semicldsico (k — 00), se verifica:

, .4k Ta? 1
kli)n;o M,(a) = kll)rrgoﬁma sen(ﬂ n) = nMmy — O(ﬁ)’ (2.4.88)

es decir, en el limite semicldsico el “breather” n = 1 es la particula fundamental de la
teoria mientras que los “breathers” con n > 1 podrian interpretarse como estados ligados
de n particulas fundamentales.

Consideremos ahora el comportamiento asintético de las soluciones ¢ 5(z):

Bs,5(+00) — by 5(—00) = +2m. (2.4.89)
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Por lo tanto,

1 pu— 1 = \/&_2
lim_ by (x) = I, IBIEOO hs(z) = eVa?, (2.4.90)
2wt
xgr}rloo hs(z) = 1, lim hs(xz) = e Va2, (2.4.91)

Estos valores asintéticos para hg(x) y hs(z) son vacios de la teoria, condicién indispen-
sable para asegurar el caricter finito de la energia y el cardcter localizado (en este caso
en torno a zy) de la densidad de energfa.

eNaturaleza topoldgica de los solitones de los modelos split.

Una vez comprobada la existencia de soluciones solitonicas, antisoliténicas y “breathers”
asociadas con cada generador {t*} del algebra de Lie g la siguiente cuestién a investigar
es la naturaleza de estos solitones, es decir, si son o no topoldgicos.

Puesto que los valores asint6ticos de los campos h; s(x) son siempre vacios de la teoria,
nos concentraremos primeramente en identificar el conjunto de vacios correspondientes a
los modelos split. Como ya hemos determinado en la seccién (2.4.2), las configuraciones
de vacio hg satisfacen las siguientes propiedades:

[Ay, hiA_hy] =0 con AL, hiA_hy € misma cdmara de Weyl. (2.4.92)

Suponiendo que la solucién hy = I sea un minimo del potencial (2.4.78), las anteriores
condiciones implican que:

hiA_hy = A_. (2.4.93)

Es decir, el conjunto de vacios es el normalizador de A_ en G, y se puede comprobar
que esta formado por los elementos:

e = S g
Nao = {I, ™| X =3 niaf} CG, (2.4.94)

i=1
donde @ son las co-raices de G, que se definen como:

y 20

= = (2.4.95)
es decir, N_ es la red de co-raices de G, que habitualmente se denota por Ar(G").
Estos vacios cumplen ademés, en cualquier representacién finita de G' de peso méaximo,
la condicion,

e — (2.4.96)

la cual nos indica que el conjunto N, _ contiene elementos redundantes y, por lo tanto,
los vacios de la teoria son realmente los siguientes:

—

. = rg
My = {I, ™" | X =3 nie; n; =0,1} C G, (2.4.97)
i=1
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los cuales constituyen un grupo abeliano discreto e isomorfo a Ag(G"Y) mod 2Ax(GY).
El carédcter discreto de este conjunto de vacios de la teoria es fundamental debido a lo
siguiente: como los campos h, ;s dependen de = y de t, cuando & — £00, h, 5(+00, 1)
sera, en principio, cierta funcién continua del tiempo pero, por otra parte, ha de ser
uno de los vacios de la teoria, los cuales forman un conjunto discreto. Este caracter
discreto implica que no es posible pasar de un vacio a otro variando ¢ de forma continua
y, por lo tanto, para una configuracién soliténica dada, los valores hy ;(+00,t) deben ser
independientes del tiempo.

Una vez construido el conjunto de vacios M, de los modelos split, nos encontramos
con un problema y es que los vacios hy dados por (2.4.97) son campos que aparentemente
viven en Gy no en (Gy. Para resolverlo es necesario tener en cuenta que el conjunto de
elementos:

te e H*
{JI = J2 = ﬁ’ J3 = ——} € g, [JZ,J]] = €k Jk, (2498)

a2’ a2
forman una subdlgebra su(2) de g.

Podemos decir pues que, asociado con cada raiz positiva de un dlgebra de Lie, existe
un “embedding” de una subélgebra su(2) de la forma (2.4.98). Este “embedding” per-
mite descomponer el dlgebra g en suma directa de representaciones con respecto a su(2),
cada una de las cuales estd caracterizada por el valor del casimir cuadrético C; = j(j+1),
siendo j el spin, que puede ser entero o semientero.

De acuerdo con (2.4.98) y utilizando también (2.4.95) podemos escribir:

2t

—iraV.H ; ;
e ity -H — 627r7,J3 y 6\/05 — 627”JI, (2499)

y puede demostrarse que, en cualquier representacién irreducible de SU(2), se verifica
que:
™o, = ™, (2.4.100)

siendo [ la identidad en dicha representacion.
Por otra parte, es posible demostrar también que, para cualquier representacion
irreducible de SU(2), siempre existe una matriz S tal que se verifica la siguiente igualdad:

S—lezm'Jl|CjS — i | (2.4.101)

es decir, siempre es posible encontra una transformacién S que diagonalice al elemento
e de modo que sus autovalores sean los mismos que los de e2™/3. Por lo tanto,
combinando este resultado con (2.4.100) podemos escribir:

2mt™

G| = eV, € G, (2.4.102)

para cualquier representacién irreducible de SU(2). Nétese que esta equivalencia sélo se
presenta cuando se consideran vacios de la forma:

™ con X =av. (2.4.103)
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La identidad (2.4.102) implica que la condicién (2.4.96) puede escribirse equivalente-
mente como:

2mt® —2mt®

eva? = e Va2 (2.4.104)

De acuerdo con estos argumentos, las condiciones asintéticas (2.4.90) y (2.4.91) son
iguales para el solitén y para el antisolitén, éstos son indistinguibles en los modelos split,
a no ser que exista alguna otra caracteristica topoldgica que los diferencie, cuestion que
consideraremos a continuacion. Antes de pasar a considerar esta posibilidad nétese que
una posible forma de caracterizar a los solitones obtenidos es asignarles una “carga
topologica” dada por la cantidad:

hi (=00, )ho(+00, 1) = & ¢ pp. (2.4.105)
que tiene el mismo valor para soliton y antisolitén.

De acuerdo con las igualdades (2.4.90) y (2.4.91) que describen el comportamiento

asintotico de un solitén y un antisolitén, éstos pueden ser interpretados como trayec-
torias en GGy que conectan dos puntos fijos pertenecientes al conjunto de vacios M,.
La clasificacién de estos solitones mediante la asignacion de una carga topoldgica de la
forma (2.4.105) es pues incompleta, dado que dicha carga depende tunicamente de la
posicion relativa de los puntos fijos correspondientes a los valores asintéticos de los cam-
pos solitonicos, no conteniendo informacién alguna sobre las trayectorias que interpolan
entre dichos puntos fijos. La clasificacion de las soluciones soliténicas se completa con
la informacién proporcionada por el grupo fundamental de homotopia de Gy, 7 (G)), el
cual clasifica precisamente el conjunto de trayectorias que conectan puntos fijos en Gy
en clases de homotopia.
Cuando 7 (Gy) = {0} todas las trayectorias que conectan dos puntos fijos en G¢ son
topoldgicamente equivalentes, es decir, pueden ser deformadas de modo continuo las unas
a las otras mientras que, en caso contrario, habra tantos tipos diferentes de trayectorias
como elementos en 7 (Gy).

En resumen, cada configuracién soliténica podra caracterizarse por un par (k, X) con

kem(Go)y Xe Ar(GY)/2AR(GY).

Finalmente debemos senalar, en referencia a los “breathers”, que éstos correspon-
derdn siempre a configuraciones topoldgicamente triviales en el sentido de que satisfacen,

hp(+00,t) = hp(—o00,t), (2.4.106)

y se corresponden con el elemento identidad del grupo I, (Gy).

Como ya hemos senalado anteriormente las cargas topoldgicas (2.4.105) coinciden
para un solitéon y un antisolitéon asociados a la misma raiz @ y, por lo tanto, la posi-
bilidad de diferenciar entre solitones y antisolitones depende del grupo fundamental de
homotopia de G , el cual clasifica todas las posibles trayectorias cerradas no triviales en
Go. Silli(Gy) = {0}, como ocurre para algunos de los modelos split (ver tabla (2.3)),
no existe ningtin modo de diferenciar entre solitones y antisolitones, mientras que, si es
no trivial, existe la posibilidad de que puedan ser diferenciados, aunque no es posible
asegurarlo sin un estudio detallado de cada caso particular.
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Sp(4)
Gy SO(n) | SO(n) x SO(n+1) | U(n) SU(8)
SO(16) |  SO(n) x SO(n) Sp(3) x SU(2)

SU(2) x SU(2)

1 (Go) v/ Zo® /4 0

Tabla 2.3: Grupos fundamentales de homotopia asociados a Gy para los modelos split.

Una descripcién detallada de las caracteristicas y definicién del grupo fundamental
de homotopia y de los grupos de homotopia de orden superior puede encontrase en [38].

La caracterizacion topolégica de los solitones y antisolitones de los modelos split que
acabamos de describir brevemente presenta un gran paralelismo con el estudio de la
cuantizacion de la carga magnética correspondiente a soluciones de tipo monopolo en
teorias con una simetria gauge no abeliana. Este problema se trata en [30].

2.5 Densidades conservadas clasicamente en mode-
los split.

Pasamos ahora a explicar el procedimiento por el cual hemos obtenido las densidades
conservadas cldsicamente para estos modelos, la construccién de Drinfeld—Sokolov, asi
como a dar la forma concreta que tienen estas densidades clasicas, que puede compararse
con la de las obtenidas para los modelos HSG en [2] para comprobar cémo efectivamente
las primeras son reduccion de las segundas.

2.5.1 Densidades conservadas clasicamente.

Las ecuaciones de movimiento de las teorias que estamos estudiando admiten la
siguiente expresion en forma de ecuacion de curvatura nula:

[0, + mhA AT, 0+ mA_ — 0 hhi]=0. (2.5.107)

Esta ecuacidn, a diferencia de la ecuacién general (2.3.23) no depende de ningiin campo
gauge, puesto que estamos tratando los modelos split, es decir, aquellos modelos SSSG
puramente masivos para los cuales la dimensién del grupo gauge es nula.

La posibilidad de expresar estas ecuaciones de movimiento en la forma de ecuacion de
curvatura nula nos indica la existencia de infinitas densidades conservadas que pueden
obtenerse usando la construccién de Drinfel’d-Sokolov. De acuerdo con [4], esto requiere
expresar la ecuacién (2.5.107) como una ecuacién de curvatura nula asociada con la
gradacion inducida por o en el algebra de lazos, lo cual es equivalente a introducir
un parametro espectral A. Esto no resulta dificil porque las ecuaciones de movimiento
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no cambian bajo la transformacién AL—AT! ®@ AL, de modo que, la ecuacién (2.5.107)
puede entenderse como una ecuacion de curvatura nula asociada al algebra de lazos

L(g.0) = PN®g C CA\A®g, (2.5.108)
JEZ

también gradada con respecto al automorfismo o, y a un operador de Lax de la forma,

L=0 +A+gq (2.5.109)
con,
A=mA®A_ € L(g), v q= —0_hh' € L(g),. (2.5.110)
En este caso, y dado que 02 = I la construccién de Drinfel’d-Sokolov parte de la
existencia de un funcional local del potencial ¢(z), de la forma

y = >y (=2k)A @t + Y y*(—2k - DA F @t € Im(adA)_,, (2.5.111)

k>0 k>0
es decir
y*(=2k — 1) = y*(—2k) = 0, (2.5.112)
tal que,
e/(0- + AN+ qe? =0_+ A+ H. (2.5.113)

donde H € Ker(adA)<o.
Ademds, como consecuencia de las ecuaciones del movimiento (2.5.107) se verifica
que,

e’(0y + mh(A' @ AR e™ = 0, + H. (2.5.114)

donde H toma también valores en el centralizador’® de A en L£(g).,. Por lo tanto, y
abelianiza el operador de Lax. -
De este modo, la ecuacién de curvatura nula (2.1.6) se simplifica, convirtiéndose en
la siguiente:
O H—-0,H=[H,H| =0, (2.5.115)

puesto que, en este caso, Ker(adA) es abeliano. Esto demuestra que las componentes
de H y H proporcionan un conjunto infinito de densidades locales conservadas, que se

obtienen al expresar H y H en términos de sus componentes respecto a la gradacion
(2.1.2),

H=S IO g  H=S L)\ g (2.5.116)
s>1 s>1
) : 0A _ FO)A . : .
Ademds y y H son funcionales locales de ¢(x) e I,," y I;,/" tienen dimensién de

escala s con respecto a transformaciones del tipo x4 — %i. Por lo tanto, la ecuacion de
curvatura nula (2.5.107) se simplifica a

'9El centralizador de A en £(g,0)_, se define como el conjunto: {y € L(g,0)_,|[y,A]=0}.
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0. I = o[04, (2.5.117)

lo cual demuestra que, para cada spin o dimensién de escala 2s > 2, existen rank(Q)
densidades conservadas clasicamente 152“, I§§)A, de spin par, mientras que las densidades
conservadas asociadas con spines impares son todas nulas, como consecuencia de las
igualdades (2.5.112).

En la practica, la obtencién explicita de las densidades conservadas cldsicamente,
es un proceso iterativo que consiste en seleccionar e igualar en ambos miembros de las
ecuaciones (2.5.113) y (2.5.114) los sumandos que corresponden al mismo grado, con

respecto a la gradacién establecida en g mediante el automorfismo involutivo o.

2.5.2 Densidades conservadas de spin 2.

En primer lugar es necesario introducir la siguiente notacién para las constantes de
estructura, que sera utilizada en lo sucesivo:

oI = BT = foiB = o =0, V&, 53,7 >0, (2.5.118)
fABC = gABa — gABa —_ g Y @>0y V A B=1,---,rank(yg), (2.5.119)
feet=nt Va>0 y VvV A=1,---,rank(g). (2.5.120)

De acuerdo con el procedimiento que explicAbamos en el ultimo parrafo de la seccién
anterior, consideremos la ecuacién (2.5.113) y seleccionemos las componentes de grado
j = 0. La ecuacion resultante es:

[y(=1),A] + ¢ = Hy, (2.5.121)

donde gy y Hj son las componentes de grado 0 de ¢ y H respectivamente. En particular
q tiene grado 0, asi que gy es realmente su tinica componente.

El potencial ¢ tiene la foma ¢ = ¢*t“, en términos de la base antihermitica presentada
en al seccién (2.4.4).

A partir de la ecuacién (2.5.121) podemos obtener dos ecuaciones, proyectando en
la CSA 6 en la I'm(adA), puesto que en este caso, estamos considerando A regular, es
decir, Ker(adA) = C'SA. Obtenemos asi las dos ecuaciones siguientes:

Hy = 0, (2.5.122)
[Ay(-1)] = ¢, (2.5.123)
es decir,
mA fASy ()5 = g0 = (1) = - (2.5.124)
m(A - d)

para cualquier raiz @ positiva.
Por lo tanto, como ya sabiamos, las densidades conservadas asociadas a spin 1 son
nulas para los modelos split, resultado que también se deriva si tomamos el obtenido
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para los modelos HSG y hacemos ¢ = ¢® = 0, por las razones explicadas en la seccién

(2.4.1).
Pasemos ahora a grado j = —1, es decir spin 2. La ecuacién que obtenemos es:
1
Hoy +[Ay(=2)] = -0y(-1) +5 [y(-1), [y(-1),A]] + [y(=1). %] ,
—— —_———— —— ~ ~ —_—
Ker(adA) Im(adA) Im(adA) Im(adA)®Ker(adA) Im(adA)®Ker(adA)

(2.5.125)
donde ya hemos indicado si los sumandos estdn en la CSA, en I'm(adA) o si tienen parte
en ambos. Asi, de nuevo podemos separar esta ecuacién en dos y la proyeccién en la
CSA nos permiten obtener H_;

1 o q“q” ALA
H | = ——y(-1)%% " = ——————aot*, 2.5.126
1 29( ) 2m()\ . c?) ( )

de donde concluimos que las rank(g) cantidades conservadas pueden expresarse del si-
guiente modo,

/LAIS))A = Dapq®q’, con Dys = L_,a), (2.5.127)
2m(A\ - @)
siendo p# un vector arbitrario contenido en la CSA.
Para i = A,
1
mAt - 0 = 50"a" = 2mB T, (2.5.128)

que es la relacién esperada con el tensor energia—momento clasico.

También es interesante la ecuacién que se obtiene proyectando en I'm(adA), la cual
nos permite obtener el valor de y(—2) que necesitaremos para sustituir en las ecuaciones
correspondientes a grados superiores. El resultado que se obtiene es

« «
(o) = 0 S (2.5.129)
m2(X-a)  2m*(A-@)(A-P)

para cualesquiera raices @, [y 7 positivas.

2.5.3 Densidades conservadas de spin 4.

En el caso de spin 3 el resultado que obtenemos es también nulo, al igual que para
spin 1 y para cualquier spin que sea impar. Consideremos la ecuacion correspondiente a
grado j = —2, la cual tiene la forma

1
Hoy + [Ay(=3)] = (2D o] +5 v [y [y(=1),A]]] -
S~ ——— —_——— [ ~ o
Ker(adA) Ker(adA)®Im(adA) Ker(adA)®Im(adA) Ker(adA)®Im(adA)
1 1
51,0y ] = 0-y(=2) +5 [y(-1) [y(-1), w]]+
~ ~~ —_—— ~ ~ >
Ker(adA)®Im(adA) Im(adA) Ker(adA)®Im(adA)
1
(DI, AL + [v(-2), [y(-1).A]]). (25130

Ker(adA)®Im(adA)
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La proyeccién de esta ecuacion en la CSA nos da como resultado
H ,=0, (2.5.131)

como ya hemos indicado.

Por otra parte, la proyeccién en I'm(adA) nos dara el valor de y(—3) que, en principio,
serd necesario para la obtencion de las densidades conservadas de spin 4.

La expresién de y*(—3) en funcién de y*(—1) e y*(—2) es:

7 1 mGoR) s e
y(=3) = —=— {zﬂ(—2)qﬂf”ﬂa b D 51y (g (—1) PR
m(A - @) 6
m(X- 3 _ . __
+ OB opd -y e - () ) -
1 _ o
—§y7(—1)0_y’3(—1)f76°‘ — 8_y0‘(—2)}. (2.5.132)
Pasemos entonces a considerar la ecuacién correspondiente a grado j = —3. Su forma
es las siguiente:
1
S~ S— N——— 3!~ ~ >
Ker(adA) I'm(adA) Ker(adA)®Im(adA) Ker(adA\)®Im(adA)
1 1
+5w(=2) [y(=2), Al + 5(@(—1), [y(=3),A]] + [y(=3), [y(=1),A]]) +
Ker(adA)‘G;Im(adA) Ker(adA;GraIm(adA) Ker(adA)‘G;Im(adA)
1
+5w(=2), 0y [+ [y(=1). [9(=2), w]] + [9(=2), [y(~1) a0l ] +
Ker(adA)@Im(adA) Ker(adA;GraIm(adA) Ker(adA;GraIm(adA)
1
(D, [y, [9(-2), AJJ] + (w1, [v(-2). [y 1), A]] ]+
Ker(adA)‘eraIm(adA) Ker(adA;GrBIm(adA)
1
+5 (LD, [v(=2) w]] + [w(-2),[y(-D.w]]) — d-y(-3)+
< ¢ N ¢ > N .
Ker(adA)®Im(adA) Ker(adA)@Im(adA) Im(adA)
1
+ DDy (DIy(D, A]]]]——[ (—1),0-y(=2)]+
Ker(adA)®Im(adA) Ker(adA)‘G’BIm(ad A)
F[p(=2), [y(-1), Ty(~1),A1]] — [w(=1), [y(~1), 0_y(~D)]])- (2:5.133)
Ker(adA)‘efaIm(adA) Ker(adA)‘eraIm(adA)

De nuevo, para obtener las densidades conservadas de spin 4 debemos proyectar esta
ecuacién en la CSA vy, al hacerlo, se observa que

[5(=3)s 00 )l kertaar) + 3 ([9(=1). [9(=3).A1] + [9(=3), [9(=1), A ]) kertaas) = O,

2
(2.5.134)
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lo cual significa que las densidades conservadas de spin 4 no dependen de y(—3). Esta
igualdad se comprueba ficilmente usando (2.5.123) y la identidad de Jacobi.

Proyectando (2.5.133) en la CSA obtenemos la forma de las densidades conservadas
de spin 4,

MALEO) = Raﬂwqo‘q qq" + P 7q PO g7 + Q q“9? ¢, (2.5.135)
donde!"!
© (@.9)(7-i) FOE peee (a.ji)
Basno ( s ()72 0 T e A e ) T
freefef () (ER) 05136
- 24m3(X.?)(Xﬁ){ (X.5) - (X. *)}>sim(amp>’ (2:5.136)
9 - ( et Bp (B
7 3m3(X9)2 (NF)  Am3(X.a)(X.B) (X7
_ {[tw —— { W;ﬁz + @@}) : (2.5.137)
4m3 ()\’)/) ()\ 5) 3 ()\’}/) ()\5) sim(af)
QYY) = __an Sus- (2.5.138)

Estas expresiones se simplifican notablemente para la densidad conservada corres-
pondiente a ji = A, en cuyo caso

1 (@.7) (.5)

RO | = _ (8050, + Gapd RSN ) 2.5.139
aByp |u,>\ 24m3()\.0_2) {()\ 7) { BYvp p 76} ()\‘ ) vYBp ( )

-1 Bay apy
Py loex = —5 52 {fa M } (2.5.140)

6m3(A\.9) L(A.B)  (A\.d)

O

QW gz = ——2—. (2.5.141)

2 m3(\.a)?2
Con esto damos por concluido nuestro estudio de la integrabilidad clasica de los

modelos split, ademds de presentar de forma concreta el procedimiento sistematico que
permite a obtener las infinitas densidades conservadas de la teoria.

Debemos también senalar que este mismo procedimiento puede aplicarse a la ecuacion
(2.5.114) para la obtencién de los campos 12(2) que completan las leyes de conservacion
(2.5.117).

1'En los siguientes tensores los subindices sim(af7yp) y sim(af) indican que han de considerarse las
expresiones dadas totalmente simetrizadas en (af8vp) y («af) respectivamente.
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Por otra parte, si deseamos obtener densidades conservadas con spines negativos
0 . .

h ns> m nsiderar el siguien rador X:

I(Z)s, con s > 1) debemos considerar el siguiente operador de La

L=0, +mA\'®AL + h~'0,h, (2.5.142)
el cual se obtiene al transformar el operador de Lax (2.5.109) del siguiente modo:
r_—=x., AQA_ = ANT'®AL y —O0_hht = h7'0Lh. (2.5.143)

Estas densidades de spines negativos tienen una gran importancia, especialmente a nivel
cuantico, puesto que, como veremos con detalle en el capitulo 4 de esta tesina, existe
un argumento debido a Parke [13] por el cual la integrabilidad cudntica de una teoria
queda garantizada con la comprobaciéon de la existencia de al menos dos densidades
conservadas de spin superior (mayor que 1 en médulo), con spines diferentes en médulo
y de signos opuestos. Por lo tanto, es conveniente recordar que, aunque habitualmente
calculemos sélo densidades de spines positivos, cada una de ellas lleva asociada siempre
otra de spin opuesto.
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Capitulo 3

Clasificacion y propiedades de los
modelos split.

Este capitulo esta dedicado al estudio de la clasificacién de los modelos split mediante
la determinacion de las caracteristicas mas importantes de cada uno de ellos.

En primer lugar trataremos el problema de la clasificacién, presentando tres posibles
métodos, para luego continuar nuestro estudio eligiendo una de estas posibilidades: el
establecimiento de una relacién entre los modelos SSSG de tipo [ y los automorfismos
involutivos de la complexificacion del dlgebra real y compacta g.

Esta relacién se concreta en una serie de teoremas que presentamos en este capitulo y
que nos proporcionan un procedimiento sistematico, no sélo para establecer una clasifi-
cacion de los modelos SSSG de tipo I y, en particular, de los modelos split, sino también
para caracterizar totalmente estos modelos mediante la determinacion de la dimension
conforme de la perturbacién correspondiente a cada caso.

3.1 Modelos SSSG de tipo I: tres métodos para es-
tablecer su clasificacion.

Como hemos visto en el capitulo anterior, la construcciéon de los modelos SSSG de
tipo I se basa en un algebra de Lie g real, simple, finita y compacta que, bajo la acciéon
de un automorfismo involutivo o, se descompone en dos subespacios, ¢ = go D g1, que
satisfacen

[90,91] C g1, [90,90] C 90, [91.91] C go- (3.1.1)

Por lo tanto, existe una relacion de la forma
Modelos SSSG tipo I = (g,0) con 0? = 1. (3.1.2)

Pero existen otros dos modos de establecer la clasificacién de los modelos SSSG de
tipo I que resultaran mas tutiles para nuestros propésitos. El primero de ellos consiste
en relacionar los modelos SSSG de tipo I con las distintas formas reales de la complexi-
ficacién g de g. Esta relacién se establece del siguiente modo [32]:

45



46 Capitulo 3. Clasificaciéon y propiedades de los modelos split.

Sea g un algebra de Lie simple, real y compacta y o un automorfismo involutivo tal que
g = goD g1 es la descomposicién de g en autoespacios de dicho automorfismo. Definamos
¢” = go D ig,. Entonces ¢” es una forma real de la complexificaciéon ' § = ¢® distinta de
la forma real compacta g¢.

Por lo tanto, cada automorfismo involutivo de g define una nueva forma real de su
complexificacion y es posible probar que el resultado inverso es también cierto, es decir,
dada una forma real de g se le puede asociar un automorfismo involutivo ¢ de la forma
real compacta g¢.

En resumen,

Modelos SSSG tipo I = ¢7 = formas reales de g. (3.1.3)

Como sabemos, dada un &algebra de Lie compleja g, una forma real de g es una
subdlgebra dy del algebra compleja g, tal que § = dy + idy, de modo que cualquier
elemento X € ¢ puede expresarse como X = x + iy, con x, y € dy, es decir, g es
isomorfa a la complexificacion de dy. Para cada algebra ¢ existen dos formas reales de
especial interés:

e Forma real compacta.

Puede demostrarse que toda algebra de Lie compleja simple 6 semisimple posee una
forma real compacta, tinica salvo conjugacién. El teorema de Weyl [34] establece
que un grupo real de Lie semisimple es compacto si y solo si la forma de Cartan—
Killing? de su algebra de Lie es definida negativa.

Como consecuencia de este teorema, un dlgebra de Lie real se dice compacta si su
forma de Cartan—Killing es definida negativa.

En el caso de los modelos SSSG, el campo h(z,t) vive en un grupo de Lie real y
compacto GGy asociado a un algebra de Lie gy reductiva, es decir, de la forma:

9o = gss O u(l) @ D u(l), (3.1.4)

de modo que g, es un algebra de Lie semisimple compacta, puesto que su forma
bilineal es la inducida por el algebra de Lie compacta g y es definida negativa,
y el cardcter “compacto” de las subdlgebras u(1) queda garantizado por existir
siempre la posibilidad de elegir una forma bilineal de signo definido, que puede ser
en particular negativo, de manera que los generadores u(1) también satisfacen la
relacion (2.4.37).

e Forma real normal, “split” o maximalmente no compacta.

1Es sencillo comprobar que g% es un algebra, puesto que los conmutadores cierran.
?La forma de Cartan—Killing de un 4lgebra de Lie g se define como:

K(z,y)=Tr (ad(x)ad(y)) ,

siendo z, y elementos de g y ad(z), ad(y) los mismos elementos tomados en la representacién adjunta
del algebra de Lie.
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Introduzcamos primero lo que se entiende por una descomposiciéon de Cartan. Sea
s una forma real de un 4dlgebra semisimple y compleja g y sea o la conjugacién® de
g con respecto a s. Una descomposicién s = sy @ s; se denomina descomposicion
de Cartan si existe una forma real compacta g de g tal que:

o-9g Cg, So=sNg, s1=sN(ig). (3.1.5)

En el caso en que el subespacio s; de s = sg @ s contiene una subalgebra maximal
abeliana de s para toda descomposicién de Cartan se dice que s es una forma real
split o normal de §g. Ademas, dos descomposiciones de Cartan, s = sp ® s1 y
s = sy @ s; se dicen isomorfas si las subalgebras sy y s lo son.

Podemos ahora explicar ya el porqué de la denominacién de nuestros modelos como
modelos split. Esta se debe al hecho de que estos modelos se corresponden precisamente
con los casos en los cuales la forma real introducida anteriormente g% = gy @ ig;, es la
forma real split.

3.1.1 Ejemplos: su(n), so(n)y sp(n).

A continuacién presentamos tres ejemplos extraidos de [32] y correspondientes a
los casos en que la forma real compacta g es su(n), so(n) 6 sp(n). Hemos elegido
precisamente estos casos porque dan lugar a espacios simétricos del tipo split y suponen
ejemplos de las relaciones (3.1.2) y (3.1.3).

e Tipo Al g=su(n)yo(X)=X*

En este caso gy = so(n) y ¢1 es el subconjunto formado por todas las matrices
n X n simétricas, puramente imaginarias, de traza nula.

La forma real correspondiente a o es g7 = gy @ ig; = sl(n,IR). Ahora bien, esta
forma real es precisamente la forma real split, tal y como la hemos definido en
la seccién anterior, ya que las matrices diagonales en ¢g; forman un subespacio
abeliano maximal y, por lo tanto, el rango del espacio simétrico es n — 1, coinci-
diendo con el rango de g = a,, .

Los correspondientes espacios simétricos asociados son

SU(n)/SO(n), SL(n,IR)/SO(n) (n>1), (3.1.6)

3La aplicacién

o:x+1y - r—1iy, ¥,y € dy,

se denomina conjugacién de g con respecto a dy. Esta aplicacion tiene las propiedades:

o(o0(z)) ==z, o(az) =a’o(z), oz +y)=0() + o(y), o([z,y])=[o(z),0(y)].
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El primero de ellos es el que se obtiene de la relacién (3.1.2) y es un espacio
simétrico compacto de rango maximal que, como ya habiamos indicado en la tabla
(2.2) se corresponde con un modelo split.

El segundo espacio simétrico es no compacto y, por lo tanto no corresponde a

ningin modelo SSSG. Su 1nico interés es que estd asociado a la forma real split

g7, es decir existird un automorfismo ¢’ que produzca la descomposicién de la

forma split ¢g? en los subespacios gg e ig; v el espacio simétrico asociado a dicha
descomposicién serd G7/Gy = SL(n,IR)/SO(n). Este espacio simétrico es uno de
los que Helgason denomina de tipo III en [32].

En los restantes ejemplos presentaremos unicamente los espacios simétricos com-
pactos de tipo split, que son los unicos relevantes en nuestro trabajo.

TipoBD I, g=so(p+q) y o(X) =1,,XIL,, (p > q).

En este caso el automorfismo o viene dado por unas matrices I, , que tienen la

forma
-1, 0
Ip,q = < Op [q > )

donde I, e I, son matrices identidad p X p y ¢ X ¢ respectivamente.
A 0
go = 0 B )

0 X
g1 = _Xt 0 )

donde X es una matriz real p x ¢ y X* es su traspuesta.

En este caso

con A € so(p) y B € so(q), y

Puede demostrarse que la aplicacion

A X . A X
—iX" B Xt B )’

es un automorfismo de ¢ en so(p, q).

En este caso g% = SOq(p, q), donde SOq(p, q) denota a la componente conectada
con la identidad de SO(p, q).

Los espacios simétricos compactos y simplemente conectados asociados con so(p, q)
v (g,0) son de la forma:

SO(p+q)/SO(p) x SO(q), (3.1.7)
conp>1l,g>1,pt+q#4yp>q.

Un subespacio maximal abeliano de g; viene dado por

q
hg = Y R(Eip+i — Epyia), (3.1.8)
i=1
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donde las matrices Ej;; son matrices cuya unica componente no nula es la que
ocupa el lugar (i, j).
El rango del espacio simétrico es entonces ¢q. Para determinar cudles de estos

espacios simétricos estan asociados a la forma real split debemos determinar cuando
este rango es maximal. Existen dos casos:

— Si p+ q es par, entonces g% es una forma real split de g si y sélo si p = q.

— Si p+gq es impar, entonces g7 es una forma real split de g si y sélo si p = q+1.

Estos son precisamente los casos que figuran en la tabla (2.2).

e TipoCIL g=sp(n)yo(X)=J,XJ "

En este caso el automorfismo o viene dado por las matrices simplécticas .J, que

tienen la forma
0o I,
In = ( -1, O ) ’

donde I,, es la matriz identidad n x n.

En este caso gy = sp(n) N so(2n) que es isomorfo a u(n). Por otra parte los
elementos de g; son de la forma

AR

Zy —Zy )’

donde Z; € wu(n) es una matriz imaginaria pura y Z, es una matriz simétrica
también imaginaria pura.

Por tanto, ¢° = go®igs = sp(n,IR). El correspondiente espacio simétrico compacto
simplemente conectado es

Sp(n)/U(n) (n>1). (3.1.9)

Las matrices diagonales de ¢g; forman un espacio maximal abeliano. Por lo tanto
el rango del espacio simétrico es n y ¢g° es una forma real split de g.

Pero, existe ain una tercera forma de entender la clasificacion de los modelos SSSG
de tipo I que resulta ser la mds interesante para nuestros propoésitos. Esto es debido a
que nos ofrece un procedimiento sistematico para caracterizar totalmente los modelos
split, obteniendo la dimensién conforme del campo que actia como perturbacion y, a
partir de ella, las condiciones que sobre el nivel £ impone la construccién de teorias
super-renormalizabilizables a primer orden. Por todo esto, sera la que utilizaremos en
lo sucesivo.

Esta tercera forma es la que presenta Helgason [32] y se basa en la clasificacién de
Kac de los automorfismos de orden finito de g. Kac establecié una correspondencia entre
los automorfismos de orden 2 de g y las involuciones de g, la forma real compacta de g.
El resultado establecido por Kac proporciona la siguiente relacion:
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Modelos SSSG tipo I = involuciones de g = involuciones de g. (3.1.10)
La razoén técnica de la anterior relacion es la siguiente [32].

Sea Aut(g) el conjunto de automorfismos de g, la forma real compacta de g, Inv(g)
el subconjunto involutivo de éstos e Inv(g)/Aut(g) el conjunto de clases de conjugacién
en Aut(g) de los elementos de Inv(g). Definimos Inv(g)/Aut(g) de modo similar.

Cada automorfismo o € Inwv(g) se extiende unicamente a ¢ € Inv(g) y si o1 y 09
fuesen conjugados bajo Aut(g), entonces &1 y 79 lo serian bajo Aut(g).

Entonces la aplicaciéon

7 : Inv(g)/Aut(g) — Inv(g)/Aut(g), (3.1.11)

inducida por ¢ — & resulta ser una biyeccion.
Asi pues, la extension al dominio complejo de o produce un automorfismo involutivo
o de g, cuya actuacién es de la forma

g:(a+ib)X — aoc(X) +ibo(X), (3.1.12)
con a, brealesy X € g.

Por lo tanto, el tercer método para clasificar los modelos SSSG de tipo I se basa en
utilizar la siguiente relacion:

Modelos SSSG tipo I = Involuciones de g. (3.1.13)

3.2 Relacién entre modelos SSSG de tipo I e involu-
ciones de g.

Este tercer método para la clasificacion de los modelos SSSG que acabamos de men-
cionar nos permitira concluir que los modelos SSSG de tipo I pueden ser interpretados
como las soluciones (sg, -+, s;) de la ecuacién

I
m=rY as;, (3.2.14)
i=0

donde m = 2 para este caso, pues estamos considerando involuciones (automorfismos de
orden 2), r representa el orden de un automorfismo p del diagrama de Dynkin de g, a;
son las etiquetas de Kac del diagrama de Dynkin de g y §es un conjunto de enteros no
negativos y primos entre si asociados con los nodos del diagrama de §"). M4s adelante
veremos que (Sp, - -, 5;) determina una gradacién de g\,

Para entender este resultado, que sera fundamental en todas las conclusiones que
extraeremos de este capitulo, debemos enunciar una serie de teoremas cuya demostracion
detallada puede verse en [33], pero previamente es necesario que introduzcamos cierta
notacion.
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Sea g un algebra de Lie compleja y simple y p un automorfismo de dicha algebra
de Lie inducido por un automorfismo del diagrama de Dynkin, (de orden r = 1, 2 6 3).
Como sabemos p induce una 7 /r7 —gradacién de g de la forma:

G=00(1) @ D Gr—1(p). (3.2.15)

Existe entoces un conjunto de generadores de g, {Ey, E1,---, E;}, siendo [ el rango de
la subdlgebra go (), tales que:

(Z)a) {Ela T '7El} € gO(,U/)a para g(r) 7£ AS) y {E(];Ela T '7El71} € gO(M) para g(r) =
A2l .

b) Si gi") # Ag), entonces Fy € gi(u) es el vector de peso minimo de la repre-
sentacién irreducible de go(i) dada por la relacién:

[Go(1), 1 ()] C @ (p), (3.2.16)

mientras que, cuando §\") = Ag), este papel es desempenado por Fj.

c) {E1,---, E;} son generadores positivos de Chevalley de go(u), salvo en el caso
¢ = Ag), en el cual los generadores son {Eg, Ey, -+, E;_1}.

d) Los resultados anteriores a), b), ¢) corresponden al caso r > 1. Cuando r = 1,
gV es el dlgebra de Lie afin “untwisted” y se verifica que | = rank(g), E; = E_u,,
siendo U, la raiz maxima, y E; = F,, siendo {a}, &, ---a}} las raices simples de g.

La clasificacién de todos los espacios simétricos de tipo I se basa en los siguientes
teoremas:

Teorema I [Teorema 8.5 de [33]]:

Sea g un dlgebra de Lie compleja y finita y o un automorfismo de orden m de g. Sea
r el menor entero positivo tal que ¢” es un automorfismo interno, entonces:

a) r=1,2 6 3.
b) g ~ L(7,0) ® CK @ Cd, donde L(g, o) es el algebra de lazos,
L(g.0) = D Lj(g,0) = D~ @5, (3.2.17)
jEZ JEZ

que estd también gradada con respecto al automorfismo de g, puesto que se satisfacen
las relaciones

[ﬁj,ﬁk] - £j+k7 (3218)
K es una extensién central y d es una derivacion.

¢) La Z—gradacién del algebra de lazos (3.2.17) inducida por el automorfismo o
induce a su vez una gradacién del dlgebra afin g de tipo (sg,s1,---,s;), tal que se
verifica la siguiente relacién:



52 Capitulo 3. Clasificaciéon y propiedades de los modelos split.

l

=7y asi, (3.2.19)

i=0
donde ag, a1, - -, a; son las etiquetas de Kac correspondientes al diagrama de Dynkin de
g,

Teorema II [Teorema 8.6 de [33]]:

Sea § = (sg,81,"-",5), una secuencia de enteros no negativos primos entre si.

Tomemos m igual al valor dado por la igualdad (3.2.19), entonces se verifica que:

a) Las relaciones
Us;r(Ej) — 627ri8j/mE'j’ j=0,-,1, (3‘2‘20)

definen univocamente un automorfismo de orden m de g que se denominara automorfismo
de tipo (§;r).

b) Bajo conjugaciéon mediante un automorfismo de g, los automorfismos del tipo o,
producen todos los automorfismos posibles de orden m de g.

c) Los elementos () ¥ 0(s.,ry son conjugados bajo un automorfismo de g si y sélo si
r =’y la secuencia § puede ser transformada en la secuencia §' bajo un automorfismo
del diagrama de Dynkin de g(").

Enunciamos ahora el principal teorema de esta seccién. Este teorema constituye una
enumeracién exacta de los pasos que hemos de seguir en nuestra caracterizacién de los

modelos SSSG de tipo [.

Teorema III [Proposicién 8.6 de [33]]:

Sea la gradacién (sg, - - -, s;) anteriormente definida y r = 1,26 3. Sea g = @, g;(5;r)
la 7 /mZZ -gradacion inducida por el automorfismo oy, definido en el Teorema II.
Se verifican las siguientes propiedades:

a) r es el menor entero positivo para el cual el automorfismo Olg;r) €5 UN automorfismo
)
interno®.

b) Sean iy,1iy,---,1, los indices para los cuales s;, = --- = s;, = 0. Entonces el
algebra de Lie invariante bajo el automorfismo, gy, es isomorfa a una suma directa del
centro (I — p)—dimensional y un algebra de Lie semlslmple cuyo diagrama de Dynkm es
el subdiagrama del diagrama afin asociado a g'") consistente en los vértices iy, - * dp.

c) Sean ji,---,j, todos los indices para los cuales s;, = --- = s;, = 1. Entonces
la representacion reducible de peso maximo de g, dada por §; a través de la relacion
[Go, 91] C g1 es isomorfa a la suma directa de los médulos irreducibles de pesos maximos
_ajlj.'.j_aj

n

4Un automorfismo interno 7 de un 4lgebra de Lie compleja g, es un automorfismo cuya accién sobre
un elemento arbitrario del dlgebra X puede expresarse como 7(X) = yX~~! donde v € G.
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De acuerdo con los anteriores teoremas y teniendo en cuenta la relacién existente entre
modelos SSSG de tipo [ e involuciones del dlgebra compleja g, la ecuacién a resolver es

l
m=2=rY as, (3.2.21)
=0

como ya habiamos adelantado, y para ella tenemos tres tipos diferentes de soluciones
que nos daran tres tipos de modelos:

[Ay] =1, a;, =2, s;, =1, s, =0 para i # i, (3.2.22)

[Ay] 7=2, a;,=1, s;, =1, s, =0 para i # i, (3.2.23)

Bl r=1, aj,=a;; =1, s, =s; =1, s, =0 para i # iy, 1. (3.2.24)

De acuerdo con el Teorema III en los casos A; y As, go es semisimple, mientras que en

el caso B tiene un centro unidimensional. Nétese que el caso (sg, -+, s;) = (2,0,--+,0)

no se toma en cuenta ya que los s; no deben tener ningin factor comin (son primos
entre si).

Una vez conocido el procedimiento a seguir para la clasificaciéon de los modelos SSSG
asociados con espacios simétricos de tipo I, hay que indicar que nosotros vamos a fijarnos
solo en algunos de éstos, los modelos split, es decir, los correspondientes a espacios
simétricos de rango maximal, aunque, como hemos visto, el procedimiento a seguir seria
el mismo para todos los demads. Los espacios simétricos a los que nos referimos son los
que se presentaban en la tabla (2.2).

3.2.1 Modelos split de tipo [A;], [42] vy [B].

El siguiente paso es ahora determinar con cudl de las clases (3.2.22), (3.2.23) ¢
(3.2.24) se corresponden los modelos split de la tabla (2.2). Para ello trataremos algunos
de los ejemplos mas significativos, entendiendo que el procedimiento a seguir serd similar
para todos los demas.

1. G/Go=SU(2n)/SO(2n), g7 = A |, Go = Dy, conn > 2.

Siguiendo los pasos que indica el teorema III, y teniendo en cuenta que debe cumplirse
2 = rY ,a;s; debemos elegir la gradacién § y el valor de r de manera tal que, el
diagrama de Dynkin que se obtiene al eliminar los nodos del diagrama de Dynkin de
Ag;z_l correspondientes a valores nulos de las componentes s; de la gradaciéon s sea
precisamente el diagrama de Dynkin de la subdlgebra invariante g, = D,,.

En este caso existirian, en principio, dos posibilidades de eleccion parar, r =1y r =
2, que corresponden al algebra afin “untwisted” A%)_l y al dlgebra afin “twisted” Aéi)_l,
sin embargo, basta observar sus correspondientes diagramas de Dynkin para concluir

(]I%e) solo eligiendo » = 2 podemos obtener el diagrama de Dynkin de D,, a partir del de
A1

Los diagramas de Dynkin correspondientes a ¢ y a gy son los que a continuacién
se presentan:
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Oy

Figura 3.1: Diagrama de Dynkin de Aéi)_l.

1
Bn
1 2 2 1
D O
Ba B2 Bn2 Bn1
Figura 3.2: Diagrama de Dynkin de D,.

Una vez elegido r = 2, para que se satisfaga la condicién (3.2.21) la gradacién debe
tener una sola componente no nula, que se corresponda con una raiz para la cual a; = 1,
y tal que al eliminar dicha raiz del diagrama de Dynkin se genere justamente el diagrama
de Dynkin de gy, tal y como indica el apartado b) del teorema III.

La gradacion que tenemos que elegir es pues

§=1(0,0,---,0,1), (3.2.25)

dado que, solamente “eliminando” la raiz &,, para la cual a,, = 1, producimos el diagra-
ma de Dynkin de D,,. Por lo tanto, estamos ante un modelo del tipo [As].

Observando los diagramas de Dynkin es posible extraer también otro resultado de
interés, como es la relacion entre los cuadrados de las raices largas en g y go. Como
acabamos de explicar, el diagrama de Dynkin de D, puede obtenerse a partir del de
Agg,l sin més que eliminar en este ultimo la raiz @,, que es justamente la unica raiz
larga, con longitud doble a la de las demas, asi que esta claro que \Ilg/\llgo = 2, resultado
que podemos comprobar también por otras vias.

Por otra parte, sabemos que se verifica la propiedad

> a;d; =0, (3.2.26)
1=0
es decir,
n—1 .
Gp + 0o+ @1+ 20+ 42,1 =0 = —d, =dy+a +2) & = A, (3.2.27)
1=2

donde A es el peso maximo, tal y como indica el apartado c) del teorema III.
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Si ahora hacemos un cambio de notacién en la ecuacién anterior para ajustarla a la
del diagrama de Dynkin de so(2n) obtenemos

n—2
AN =By + Bur+2) B (3.2.28)
i=1
mientras que la raiz larga de D,, es
— N 5 5 n—2 N
i=2
Por lo tanto,

X = 6p, + 5. (3.2.30)

Si ahora escribimos las raices de D,, utilizando la base ortonormal ; habitual que
presentamos en el apéndice C tenemos

Op, = U + o, Bi = By — i, (3.2.31)

es decir
A = 2. (3.2.32)
El expresar el peso maximo de este tltimo modo sera ttil para la obtencion de la di-
mension conforme correspondiente a la perturbacién en estos modelos.
2. G/Gy = SO(4n +1)/50(2n) x SO(2n+1), g7 = BY, g0 = B, @ D,, con
n > 1.

Vamos ahora a considerar este segundo ejemplo por ser interesante ver cudl es el
procedimiento a seguir cuando el grupo gy no es simple sino que se descompone en dos
subgrupos simples. Como veremos a continuacién, los cambios no son realmente muy
notables.

Los diagramas de Dynkin son ahora los tres que se presentan en las figuras (3.3),

(3.4) v (3.5).
1
Ol
Q) 1 2 2 2
BZI’I Y
oy o, Ol

2
Olon1 Olgn

Figura 3.3: Diagrama de Dynkin de Bé;).

El orden del automorfismo es r = 1 en este caso y la gradacion a elegir es

§ = (0707"'717"'7070)7 (3233)
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1
Bn
1 2 2 1
0 (O
B1 B2 Bn2 Br1

Figura 3.4: Diagrama de Dynkin de D,.

1 2 2 2 2
B. O—O—0C OO0
Y1 Yz Y3 Y1 Tn
Figura 3.5: Diagrama de Dynkin de B,,.

donde el valor 1 se corresponderia con la componente s,, puesto que, si en el diagrama
de Dynkin de BSL) eliminamos la raiz @,, correspondiente a a,, = 2, obtenemos precisa-
mente los diagramas de D,, y B,. Podemos entonces decir que este espacio simétrico
corresponde a un modelo de tipo [A;].

En este caso la observacion de los diagramas de Dynkin nos dice que el cuadrado de
las raices largas de las tres algebras es el mismo, y por lo tanto, igual a 2, ya que las
raices largas de Béz) pasan a serlo de D,, y B,, al dividir su diagrama de Dynkin por la
raiz a,,.

Utilizando ahora de nuevo la relacién (3.2.26) para BSY obtenemos el peso maximo

K,
. n—1 2n
2N = =20, = a; + do + 2 a; +2 ), a, (3.2.34)
1=2 i=n+1

y, utilizando la notacion para las raices de D,, y B,,, obtenemos

n—2 n
2N = Bn + Bo1 + 26 +2) % (3.2.35)
i=1 i=1
Por otra parte, las raices largas de D,, y B,, tienen la forma
n—2
Op, = B1 + Bn + Bua + 2B (3.2.36)
=2
Op, = %1 + 237, (3.2.37)
i=2
por lo tanto: B B B
2 =0p, + b1 + 0B, + 71, (3.2.38)

y utilizando de nuevo la forma de las raices de D,, y B,, en términos de las bases ortonor-
males del apéndice C obtenemos

A =@l 4 B, (3.2.39)
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3. G/Gy = Sp(n)/U(n) = Sp(n)/SU(n) x U(1), ¢") = CV, go = An1 @ u(1),
conn > 1.

Finalmente vamos a estudiar un tercer ejemplo que se corresponde con el inico caso
de la tabla (2.2) de tipo [B].
Como siempre empezaremos presentando los correspondientes diagramas de Dynkin:

@ 1 2 2 1
C OO OO
Olo Oy Olng Ol

Figura 3.6: Diagrama de Dynkin de C,(Ll).

A O—O-O—0
By B, B.. B..

Figura 3.7: Diagrama de Dynkin de A,_;.

La gradacion que tenemos que elegir es
§=(1,0,---,0,1), (3.2.40)

pues soélo eligiendo una gradacion de este tipo podemos recuperar el diagrama de Dynkin
de gy a partir del de §). Como consecuencia de esto, éste es también el tnico caso en
el cual vamos a tener dos pesos maximos, puesto que la gradacion correspondiente tiene
dos componentes no nulas. Esto hard mas complicado su tratamiento.

En este caso r = 1 y también podemos observar en el diagrama de Dynkin de C(V
que las raices dy y @, son las raices largas, cuya longitud es doble a la del resto. Por
tanto, la longitud de las raices de A,_; serd igual a la de las raices cortas de C{V). Como
queremos que dicha longitud sea 2, tenemos que el cuadrado de las raices largas de C")
tiene que ser 4, es decir que W2 /W2 = 2, al igual que en el primer ejemplo.

De acuerdo con la gradacién (3.2.40) tenemos dos pesos maximos; Ay = —dp y
KQ - _&n

La condicién (3.2.26) ya no es suficiente para determinar ambos pesos, pero nos da
una ligadura entre ellos

n—1
A=K +2Ya, (3.2.41)

=1

o bien, en términos de las raices de A,,_1,

n—1
Ay = =K +2Y G (3.2.42)
=1
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La forma de la raiz larga de A,_; es

n—1
Oa,e = D B, (3.2.43)
i=1
y, por lo tanto . .
AN =a, + 204, ,, Ny =adp+ 204,_,. (3.2.44)

Nos encontramos entonces en un caso en el cual no tenemos sélo un peso maximo
sino dos, es decir, tenemos dos representaciones irreducibles cuya suma directa nos da la
representacién de gy generada por [go, §1] C g1, asociadas a los pesos maximos A; y Ay:

g1 = L(A) = —dg) @ L(Ay = —a,). (3.2.45)

De acuerdo con [31], es posible demostrar que cuando se considera la forma real
compacta g entonces la representacion de gy dada por g; mediante la relacion [go, 1] C g1
es irreducible. Esta propiedad es ademas general para todos los modelos SSSG.

Por otra parte, las dos representaciones que se presentan en (3.2.45) no son realmente
independientes sino que es posible demostrar que una es la compleja conjugada de la
otra y, por esta razon, puede demostrarse también que cuando se considera el algebra
compacta ambas representaciones son equivalentes y por lo tanto [go, g1] C g1 es irre-
ducible, como esperabamos de acuerdo con el parrafo anterior. El argumento de esta
demostracion es el que sigue:

Sabemos que L(A;) es una representacién irreducible de go, con peso méaximo —dy,
por lo tanto podemos definir el estado de peso maximo como:

max

ALY = F .. (3.2.46)

Por otra parte, la aplicacién sucesiva de operadores paso E,,, hace posible construir,
partiendo de E_,, el estado E,, , es decir:

[E_Oél? [E_Oél? [E—azv [E—azv Ty [E_an717 [E_an717 E—ao]” o ]”] =
= C(@)E oy 25,0, = C@)Ea, = C(@)EL,,, (3.2.47)

donde C'(@;) es una funcién de las raices @; y el orden en que se realicen los conmutadores
es irrelevante en lo que se refiere a las conclusiones que vamos a extraer. Esta relacion
significa que los pesos —dy y @, se corresponden con estados contenidos en la misma
representacion L(Kl) de gyp. Ademds, podemos decir que el estado E,, es el estado de
peso “minimo”, en el sentido de que el operador paso E,, es el operador més “bajo” al
que podemos llegar mediante la aplicacién sucesiva de los operadores paso asociados al
grupo A,_; al estado de peso méximo E_,,. Es decir, podemos definir:

AGLY = Ba, = B, (3.2.48)

Pero, por otra parte E_,, es el estado de peso maximo de la representacion irreducible
L(AQ)a
A2 Y = FE (3.2.49)

max
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por lo tanto,
@ F (3.2.50)

max

ALY = |A

min
es decir, las representaciones L(Kl) y L(Kg) son complejas conjugadas, como queriamos
comprobar.

Debido a esta relacién entre las dos representaciones esperamos, y vamos a com-
probarlo, que los resultados que obtengamos sean los mismos calculados en una u otra
representacion.

Finalmente, y como hicimos en los dos ejemplos anteriores, esperamos dar una ex-
presién para estos pesos en términos de la base ortonormal para las raices de A,_; que
se presenta en el apéndice C.

Sélo debemos recordar que las raices de A,,_; deben de estar normalizadas a 2 y las
raices largas de CT(Ll) deben estarlo a 4. También es necesario que construyamos para
u(1) un vector ¥ tal que sea ortogonal a cualquier raiz de A,_; y esté normalizado a la
unidad.

Este vector tiene la forma

1 n
7=—3u, (3.2.51)
Vi

y satisface por su propia construccion las condiciones:

(’17|O_Zz) =0V 7, a; € AAn—l’ (3252)
(o|t) =1, (3.2.53)
donde A4, _, representa el conjunto de raices de A,_;.

Como sucedia en el ejemplo anterior, los pesos van a descomponerse en suma de dos
contribuciones, una procedente de A,_; y otra de la subélgebra u(1), y estas contribu-
ciones tendran que ser ciertas combinaciones lineales de las raices de cada una de estas
subdlgebras, es decir

v T(1,2 T(1,2 T(1,2) 71,2
Koz = 02 + 300 vy QY20 = o, (3.2.54)
con .
X(Alﬁi)l = Zaz(l’z)@i, qu) = o197, (3.2.55)
i=1
donde los coeficientes aEI’Z) y a?) estdn por determinar.

Para determinar estos coeficientes utilizaremos las relaciones (3.2.44), expresadas en
términos de la base ortonormal del apéndice C

Ay = 2(6, — @) + 20, = 27, (3.2.56)
ANy = 28 — B,) — 20, = —27,. (3.2.57)

Por otra parte .
Ao=23 =X | +d07, (3.2.58)

multiplicando ambos miembros de la ecuacién por o

(Ki]#) = (X3)_1#) + oD (@)5) = (K4,]7) = oW (70), (3.2.59)
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despejando
R = 1 n 2
a0 = (A4]7) _ (2U1|ﬁzz‘:1“i) _ 2 0 (3.2.60)
(717) I v -
Procediendo andlogamente para X, obtenemos
2
a® = —— (3.2.61)

= q—‘ .
Voo

Estas constantes a™"), a(® son las cargas u(1), cuyo cuadrado nos dard el casimir
asociado a la subdlgebra u(1), que es el mismo para ambas representaciones, como es-
perabamos.

La obtencién de los coeficientes a
de la ecuacion

2)

(1,2)

.~/ es un poco mas complicada. Partimos de nuevo
n—1 1 2

27, = > aVa; + EZ@-, (3.2.62)
i=1 i=1

y la idea consiste en ir proyectando esta ecuacion con respecto a cada uno de los vectores
v;. Por ejemplo, tomando componentes en #; obtenemos

2 2(n —1
2=a” + 2 = oV = 2An=1) (3.2.63)
n n
Si seguimos este procedimiento para s, - - -, ¥, obtenemos las ecuaciones
2
= —aV —dl),, para i=2,--- n—2 (3.2.64)
n
Y 2
2 =W, (3.2.65)
n
cuya solucién nos da finalmente
o m — i
al) = =0 o (3.2.66)
n
Procediendo de modo similar para Kg obtenemos
9
a® =2 =1, n—1. (3.2.67)
n
Por lo tanto, podemos finalmente escribir
n—1 ; n
> 2(n —1 2
=200 g+ 2y, (3.2.68)
=1 =1
. n—1 2 . . 92 .
A2 == Z _(Ui - Ui-l—l) - —Z 5. (3269)
i=1 1 N =1

Siguiendo este procedimiento para cada uno de los espacios simétricos que aparecen
en la tabla (2.2) y utilizando los diagramas de Dynkin que se presentan en el apéndice
D, obtenemos los resultados que se presentan en la tabla siguiente:
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SO@2n +1)/SO(n + 1) x SO(n), SO(4n)/SO(2n) x SO(2n),
Tipo [A1] | B./SU(R), Es/SO(16), F1/Sp(3) x SU(2), Go/SU(2) x SU(2).

Tipo [As] || SU(n)/SO(n), SO(4n+2)/SO(2n+1) x SO(2n+1), Es/Sp(4).

Tipo [B] Sp(n)/U(n).

Tabla 3.1: Modelos split de tipo [A1], [As] y [B].

3.2.2 Dimensién conforme de la perturbacion.

En esta seccion nos ocuparemos de explicar como se pueden obtener las dimensiones
conformes de los campos que actian como perturbacion en cada uno de estos modelos

utilizando los resultados que se presentan en [7].
De acuerdo con [7], si g9 = g(()l) D - -@g(()n), la dimensién conforme de la perturbacién
tendrd la forma
n Og(i) n
0

= ZA (i) (3.2.70)
90

Ap = >
i=1 2(k93i> + h;/éi)) i=1

donde Cg(i) es el casimir de la representacion asociada al dlgebra g(()z), kg(i) es el nivel de
0 0
dicha representacién y hY;, es el nimero de coxeter dual de g(()z).
90

Debemos tener en cuenta que cuando gy es semisimple, su representacién es equiva-

lente al producto tensorial de las representaciones asociadas a sus ideales simples, mien-
tras que, cuando es de la forma, gy = g(()l) @ u(1), con g(()l) simple, su representacion es

suma directa de representaciones irreducibles de g(()l) cargadas con respecto a u(1).

Los casimires, Cg(i) pueden expresarse en términos de cantidades conocidas como®
0
— — - (1)
C o = (A oA o + 20% ) (3.2.71)
9% 9 "9

> .. ., A0 .
donde, Ag(i) es el peso maximo de la representacion de g((f) y 0% es la semisuma de las
0
raices positivas de g{”.
Recordemos que los valores de los nimeros de coxeter duales son, para las algebras
de Lie finitas, simples y complejas, los siguientes:

"Esta expresion se obtiene sin mas que tener en cuenta la definicién de casimir, Cy, - I = t4%,
haciendo actuar este operador sobre el estado de peso méximo y considerando los generadores t* de la
base compacta.
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g || Ai=su(l+1) | Bp=so(2l+1) | Ci=sp(l) | D,=s0(2l) | Es| E; | Eg | F}y

G

hY [+1 20— 1 (1> 2) [+1 |20—-2(1>2)]12]|18|30]| 9

Tabla 3.2: Valores de h;’ para dlgebras de Lie afines finitas.

Teniendo en cuenta la definicién del nimero de coxeter dual y los isomorfismos entre
algebras de Lie, su(2) = so(3) =~ sp(1) y so(2) =~ u(1), podemos deducir que los restantes
valores de h, son:

h;/o(S),su(Z),sp(l) = 27 h;/o(Q),u(l) = 0. (3272)

De este modo podemos ya pasar a tratar algunos ejemplos concretos, que seran los

mismos que hemos considerado en la seccién anterior:

1.G/Gy = SU(2n)/SO(2n), con n > 2.

En este caso gy es simple, asi que tenemos una tunica contribucién a la dimension
conforme y un unico casimir que calcular. Para obtener el valor de dicho casimir nece-
sitamos, como indica la expresién (3.2.71), obtener primero la suma de raices positivas
de so(2n) que, consultado el apéndice C, da como resultado

n
205" = 23" (n — i) (3.2.73)

=1

Por otra parte, ya sabemos de la secciéon anterior que

Kso(?n) = 21, (3274)
y, por lo tanto
Cioan) = (201]201 + 2D (n—i)¥;) = 4n. (3.2.75)
i=1

De este modo, sustituyendo el valor del nimero de coxeter dual, la dimension con-
forme de la perturbacion es

C1so(2n) 2n
Ay = = . 3.2.76
P72k + hY) k4 2(n - 1) ( )
Esta dimension conforme coincide con
hV
Ay = —I— 2.
P A h’};/07 (3.2.77)

en concordancia con el resultado (4.3.48) que se obtendrd en el capitulo siguiente a
partir del ¢alculo explicito de la OPE del campo primario ®(w, w) con el tensor energia—
momento.
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2. G/Gy = SO(4n+1)/SO(2n) x SO(2n + 1), con n > 1.

En este caso gy se descompone en dos subdlgebras simples, de modo que la dimensién
conforme sera la suma de dos contribuciones.

Primeramente tenemos que obtener los valores de los casimires asociados a cada
subdlgebra. Tomaremos g3 = so(2n) y ¢ = so(2n + 1). Teniendo en cuenta el
resultado (3.2.39), Kso(gn) = 7o)y Aso (2n41) = geonth),

Por otra parte, la suma de las raices positivas da como resultado:

n

550 (2n) — 22 n — 7, (2n), (3278)
=1
25%Cn ) = 3™ (2(n — i) + 1)), (3.2.79)
=1

Con estos datos podemos ya obtener los casimires

Cso(2n) _ (Uiso(2n) —s0(2n) n 9§550(2n) ) = o — 1, (3.2.80)
Cuoonsry = (T TVt 4 95%Cna)y = op, (3.2.81)
Por lo tanto, sustituyendo ya los valores de hJyy,) ¥ hya,11), Obtenemos
2n —1
Aso n) — a/1 . a. oy 3.2.82
Cn) 7 90k + 2n — 2) ( )
2n
A = — . 3.2.83
ot = ok + 20 — 1) ( )
La dimension conforme de la perturbacién es entonces,
A@ - Aso(2n) + Aso(2n-i—1)- (3284)

3.G/Gy = Sp(n)/U(n) = Sp(n)/U(1) x SU(n), con n > 1..

En este caso gy se descompone en una subdlgebra semisimple y una subélgebra u(1).
Cada una de estas subdlgebras dard su contribucién a la dimensién conforme.

Recordemos que en la seccién (3.2.1) hemos demostrado que, en este caso, la repre-
sentaciéon de gy dada por g; mediante la relacién [ go, 1] C 1 es reducible y se expresa
como suma directa de dos representaciones irreducibles de pesos maximos A= —ay y
Kg = —da,, siendo una compleja conjugada de la otra.

Por esta razon, cuando se considera la forma real compacta ¢, para la cual gy admite
igualmente una representacion dada por g;, esta representacion es ahora irreducible
puesto que, al ir al dlgebra compacta las dos representaciones del algebra compleja gq
de las que habldbamos en el parrafo anterior son realmente equivalentes. Por eso, la
dimensién conforme obtenida utilizando una u otra de las representaciones debe ser la
misma.
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Para obtener el casimir asociado a la subdlgebra su(n) = A,_; necesitamos conocer
la suma de sus raices positivas

n/2]
255 = 3 (7 — g (41— 2i), (3.2.85)

)
=1

donde [n/2] indica la parte entera de n/2, es decir:

n/2] = n/2 para n par.
| (n—=1)/2 parn impar.
Podemos pasar ya a calcular el casimir correspondiente a la subdlgebra su(n). Em-
pecemos con la representacién correspondiente al peso A;.
Para esta representacion sabemos que

e (1 (1
donde,
O 2"5(”_2-)(5. — Ty), A= 3271:5- (3.2.87)
su(n) — n = i i+1)> u(l) — n & i 2.

Por lo tanto, el casimir seria

o e ; 2n —1)(n +2
Oty = (Ao Xy + 2074 = (n=Dn+2) (3.2.88)
n

Obtengamos ahora el casimir para la representacién asociada al peso maximo Ay. En
este caso,

Ky =20 + X2, (3.2.89)
donde,
@~ 2NV - @ - Iy 3.2.90
su(n) — ﬁ ZZ(,Ui - ,Ui+1)7 uw(l) — _EZUZ ( i )
i=1 =1

Por lo tanto, el casimir en este caso seria

oy o . 2(n — 1 2
CO = (XD XD 4 aFutn ) (n=1)(n+2) (3.2.91)

su(n) — n

Como esperabamos, los casimires coinciden porque ambas representaciones son equi-
valentes.

Ahora obtengamos la contribucién de u(1). El casimir es muy sencillo de obtener
en este caso, puesto que no es mas que el cuadrado de la carga u(1) asociada a cada
representacion que ya obtuvimos antes, es decir:

i) = (IR = 5 = @™ (32.92)

y que, evidentemente coincide para ambas representaciones puesto que las cargas son
iguales y de signo opuesto.
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De este modo podemos ya escribir que, para cualquiera de las dos representaciones,
las contribuciones a la dimensién conforme de la perturbacion son

(n—1)(n+2)
Asun = , 2.
() n(k +n) (3.2.93)
2

donde hemos sustituido ya el valor de los nimeros de coxeter dual (0 para u(1)). Por lo
tanto:
A = Asu(n) + Au(l)- (3295)

Esperamos que estos tres ejemplos hayan resultado suficientemente representativos
del procedimiento general que hemos seguido para la obtencion de la dimension conforme
de la perturbacién para cada uno de los modelos split de la tabla (2.2).

A continuacién se presenta un conjunto de tablas donde, de forma detallada, se
dan las caracteristicas de cada uno de estos modelos: el tipo de modelo ([A4;], [As] 6
[B]), las dimensiones conformes de las perturbaciones, los casimires asociados a cada
subdlgebra simple de gg, los cocientes \1192 / \Iljo(i), las gradaciones Sy pesos maximos vy,
finalmente, las cotas que sobre los valores del nivel £ impone en cada caso la condicién de
super-renormalizabilidad a primer orden (Ag < 1/2 ), que obtendremos en el siguiente
capitulo.

Algunos de los espacios simétricos se han marcado con un (*) para indicar que se
describen separadamente por ser diferentes a los correspondientes casos generales tanto
sus diagramas de Dynkin como los nimeros de coxeter duales asociados.

Los isomorfismos Bél) R C’él) y A?) ~ DéZ) son consecuencia de los isomorfismos
so(5) =~ sp(2) y su(4) =~ so(6) y son ttiles porque nos permiten utilizar el diagrama
de Dynkin de C’él), incluido en el apéndice E como diagrama de Bél), el cual no estd
incluido en esta lista. Lo mismo sucede entre Déz) y Ag2). También son isomorfas las

algebras su(2) =~ so(3) = sp(1).

Por otra parte, en las tablas (3.5) y (3.6) se presentan, en lugar de los casimires, lo
que hemos llamado casimires reducidos, que se definen como:

N T\
Cgo(i) = < \;0 ) Cgo(i)' (3296)
g

En estas tablas no se presentan los datos correspondientes al modelo de sine—Gordon
SU(2)/S0O(2), debido a que, en este caso el grupo Gy = SO(2) es abeliano, por lo tanto,
la accion que caracteriza a este modelo no es la accion de WZW perturbada sino una
perturbacion de una teoria de bosones libres. Por ello, la constante de acoplamiento no
esta cuantizada a nivel cuantico y la dimension conforme no puede obtenerse utilizando
la misma técnica que para los restantes espacios simétricos.
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Espacio
simétrico Tipo Ag Ay < 1/2
so (0> 3)
g = A5, [A,] Ap = 2 k> 2(1+ n)
Jgo = Dn
SU(2n+1
soEan%’ (n>2)
—(r 2 n
g" = AL [As] Ay = 2otl k>2(n+1)+1
go = Dy
su(4) (%)
SO(1)
_(r 2 2
9():A§,)5D§) [As] A@—ﬁrz k>6
Ggo = Dy
su(3) *)
s0B)
g = AP [A,] Ap = 5 k> 10
go = By
SO(4n
SO(Zn)iS—g(ZnV (n>2) A = 2A402m)
=(r 1 n—
" = Dy A | Doeny = sty k> 2n
go = D, ® D,
SO(4n+2 —
50(2n+1§xsog2n+1)’ (n=>1) Ag = 2A40(2n+1)
—(r 2 n
g( ) = Dén)—i—la [AQ] Aso(Zn—i—l) - m k > 2n + 1
Jo = Bn @ Bn
SO(n+I)
SO(2n)xSO(2n+1)° (n > 2)
g(r) = Bé;) [Al] A<I> = Aso(2n) + Aso(2n+1) k>1+ 2”(2n - 1)
Jgo = D, & B,
SOn+3)
SO(2n+1)x50(2n+2) (n>1)
g(r) = Bé:b)+1 [Al] A@ == Aso(?n—i—l) + Aso(2n+2) k>1 + 2n(2n+ ].)
go = B, ® Dn—H
50(4 ©)
SO(2)><(S)O(2) Ap = 244409
—(r 2
g( ) = Dé) [AQ] A50(2) = % k>7
go = Dl D D1
so() () —
S0[2)xS0() Ap = Agora) + Asor3)
_(r 1 1
g():Bé)%Cé) [Al] A50(2):% k>3
go = D1 & By Agoz) = k_iQ

Tabla 3.3: Tipo de modelo, dimension conforme de la perturbacion y condicion de
super-renormalizabilidad de los modelos split asociados a espacios simétricos del tipo

SU(n)/SO(n) y SO(p+q)/SO(p) x SO(q).
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Espacio
simétrico Tipo Ag Ag < 1/2
590
g™ = B¢ | [y Ap = 2 k>
go = C4
S
g = EWY [A4] Ao = 25 k> 10
go = Az
5609
g = EY, ][4y Ap = 5 k> 16
go = Ds
Sp(3)§4SU(2) Ao = Agpz) + Asue)
g = FyY [Ai] Ao = D k>6
go = C3 & Ay Aguzy = 4(,:;2)
SU(2)C;:ZSU(2) Ap = D), + Asu@),
gn = g [A4] Nou@), = 1052 k>3
Ggo = A1 & Ay Agure), = %
#@Uu) Ap = Agum) + Ay
g =W [B] Appy = S8 k> L2410 + (/20 +n(4+n))
o = An1 ® u(l) Au) = 35

Tabla 3.4: Tipo de modelo, dimension conforme de la perturbacion y condicion de super-
renormalizabilidad de los modelos split asociados a espacios simétricos del tipo Eg/Sp(4),

E7/SU(8), Es/SO(16), Fy/Sp(3) x SU(2), Go/SU(2) xSU(2) y Sp(n)/SU(n) x U(1).
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Espacio Clo® s )
simétrico A ( \I’jg@) )

0
SU(2n = -
SOEZn%’ (TL 2 3) Cso(Zn) = 2n S = (0, ,0, 1)
o 2
g(r) = A;i,)—l A = 2_'1 ;u(?n) _
so(2n)
go = Dn _
g(U)gZiB’ (n>2) CSO(2n+1) =2n+1 § = (0, ,0,1)
N 2
g = Ay X =2 Sputonth) —
so(2n+1)
go = B,
(%) ~ S
an Csota) = 4 §=(0,1,0)
N 2
g = AP ~ DY A =27, e = 9
so(4)
Ggo = Dy
su(3) ) 5 S
SOE?,% Cso3) = 3 §=(0,1)
— \112
g(?") — Aé?) A — 2_‘1 ‘Il‘f;u(?)) — 4
_ so(3)
90 = B
SO(4 N
SO(2n)>(<57‘L())(2 )? (n 2 2) S = (07 : 717 ’ '70)7 Sp=1
N 2
g(T‘) — Déz) A — 6»;0(271,) + _TO(QTL) \Il;o(4n) — 1
so(2n)
Jo = Dn @ Dn
SO(An+2) — —
SO(2n+1)xS0(2n+1)° (TL Z 1) § = (07 . '2' ) 17 Ty 0)7 Sp = 1
— 2 e —so(2n+1 —so(2n+1 W (4m s
g = D) | A = geenth) 4 gre@ntD) g —
go = Bn S Bn
SO(4n+1 -
SO(Qn)i;(—)i—(Q)n+1)7 (n > 2) S :. (0, Ty, 1, ) 0); sp =1
g(r) — Bé;) /_\‘ _ 27»fo(?n) + _»fo(2n+1) ;02(4n+1) — $50(4n+1) -1
B so(2n) so(2n+1)
go = Dn + Bn
SO(4n+3 N
so(2n+1gxn;oz2n+2)’ (n>1) §=1(0,-,1,---,0), spp1 =1
4 2 2
g(r) _ B;:«L)+1 A= qj‘fo(ZnJrl) + _To(2n+2) i;o(4n+3) — $30(4n+3) -1
so(2n+1) so(2n+2)
Jo = Bn @ Dn+1
so) () S
SO(2)xS0(2) s - (0,1,0)
- v
g(r) — Déz) A — 6’;0(2) _|_ 6’;0(2) ‘P;o(ll) — 2
so(2)
g0 = D1 & D,
so() (%) ~ -
SO(2)><(S)O(3) Coo(s) = 2 5= (0;1,0)
- v v
g(r) — Bél) ~ Cél) A — 6»;0(2) + 17;0(3) \1130(5) — \1130(5) — 1
_ so(2) so(3)
go = D, & By

Tabla 3.5: Casimir reducido, gradacion, peso mdzimo de la representacion y relacion
entre las longitudes de las raices largas de g y gy de los modelos split asociados a espacios
simétricos del tipo SU(n)/SO(n) y SO(p+ q)/SO(p) x SO(q).
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Espacio Cgo(i> E
simétrico X ( \P‘I’g( - )2

90"
5D Coppay = 12 § = (0,0,0,0,1)
—(r 2
9" = Eg” 2
. . v
% = Cs A= 7T il
sp
5528) Cous) = 18 § = (0,0,0,0,0,0,1)
g(r) — E,gl)
— 5 \112
go = Az A = %(Zle vU; — ?:5 U; \IIQE(; =1
So0e) Cio16) = 30 § = (0,0,0,0,0,0,1,0)
g(r) — Eél)
— _ 1 8 = lII2E8 —
9o = Dy A= 2 2ui=1"Yi vl ae) L
F o 15 7 _
Sp(3)><4SU(22 CLSP(?’) - 2 s = (071707070)
g = F4() Csuz) = % 2 W2
go = Cs © A A= \/52:?:1 77;1)(3) + (ﬁuu) \1;2122) - \1121142) =1
sp su
G: A _ 3 2 _
ST SU) Cou2), = 3 §=1(0,1,0)
_ 1 =
g(T) = Gé) Csu(2)2 = % v v
o= A ® A A VA o =1, g =3
su 1 su 2
5 _ (n=1)(n+2 S
SU(nI;(:)U(l) su(n) = (o=t )’ Cu( s = (1707 ’ 7071)
g = C 15 (0 — ) X |
-g g \Il;) n
gO - An—l S¥ u(l) ?;112(Ui - vz-}-l) T p(()) =

Tabla 3.6: Casimir reducido, gradacion, peso mdzimo de la representacion y relacion
entre las longitudes de las raices largas de g y go de los modelos split asociados
a espacios simétricos del tipo Eg/Sp(4), E7/SU(8), Es/SO(16), Fy/Sp(3) x SU(2),
Go/SU(2) x SU(2) y Sp(n)/SU(n) x U(1).
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Capitulo 4

Cantidades conservadas
cuanticamente.

En este capitulo se presenta uno de los resultados més importantes de este trabajo: la
demostracion de la integrabilidad cudntica de los modelos split. Para ello hemos utilizado
el argumento de Parke [13], segin el cual, la existencia de dos cargas conservadas de
spines mayores que 2 y menores que —2 permite concluir la integrabilidad cuantica de
una teoria masiva con matriz-S analitica en 141 dimensiones. En nuestro caso hemos
comprobado la existencia de cantidades conservadas de spines £2 y de dos cantidades
conservadas de spines 4 y —4 lo cual nos ha llevado a concluir la integrabilidad cuantica
de los modelos split considerados.

Para realizar el cédlculo de las cantidades conservadas nos hemos basado fundamen-
talmente en los resultados presentados por Zamolodchikov en [20] y también en [18]
y [19]. En el primero de estos articulos se propone un método que permite calcular
las cantidades consevadas cudnticamente en teorias construidas como perturbaciones de
Teorias de Campos con simetria Conforme.

En las siguientes secciones presentamos los calculos que nos han llevado a obtener las
cantidades conservadas de spin 2 y una de las cantidades conservadas de spin 4 para los
modelos split con G simple . Nétese que, clisicamente, para cada spin existen rank(QG)
cantidades conservadas.

Previamente a estos cédlculos presentamos también un resumen de los argumentos de
Zamolodchikov y Parke en los que se ha basado nuestro trabajo.

4.1 Cantidades conservadas en CFT’s perturbadas.

4.1.1 Ecuaciones de movimiento en CFT.

La simetria conforme de una CFT estd generada por las componentes T = T,
y T = T;; del tensor energia-momento T que es simétrico y de traza nula. Como
es habitual, a partir de ahora nos referiremos tinicamente a la parte quiral del dlgebra
conforme, asumiendo que existiran relaciones andlogas para la parte antiquiral.

La componente quiral 7'(2) satisface:

71
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oT = 0, (4.1.1)

y esto hace posible definir un conjunto infinito de generadores de Virasoro L,, con
n = 0,41, +2... actuando en el espacio A de los campos locales de la CF'T de la siguiente
forma:

LA@j)zmew—memM@jL (4.1.2)
donde A € A. Estos operadores satisfacen ademas el algebra de Virasoro
umszm—mmMm+%mﬁ—n%m& (4.1.3)
y son los coeficientes de la expansién en modos del operador T'(z)
T(z) = > 2" 7*L,. (4.1.4)

El operador identidad I, es un campo particular de A que satisface las ecuaciones:

L, =0 para n>-—1. (4.1.5)

La aplicacién de los operadores L, con n<—2 a I produce una serie de campos locales:
1

L_,I = — 0" (2), 4.1.6

(LoD)(2) = g T(E) (1.1.6)

en particular, para n = 2, recuperamos el campo T'(z).

Los campos obtenidos por aplicacién sucesiva de mas de un operador L_,, con n>—2
pueden ser identificados con campos compuestos, construidos a partir de T'(z) y de sus
derivadas. Podemos construir un subespacio A de dimensién infinita generado por estos
campos. Este espacio puede descomponerse como

+00
A= P A, (4.1.7)

S§=—00

en términos de autoespacios de los operadores Ly y Lj
LoAs = sA,,  LyA, = 0. (4.1.8)

Todos los campos en Ay tienen dimensién conforme (s,0) y, por lo tanto, spin s. Los
campos pertenecientes al subespacio A son analiticos, es decir, satisfacen :

oA = 0, (4.1.9)

al igual que T'(2).

En A existen campos que son derivadas totales, como es el caso del propio T'(z). Es
conveniente eliminar estos campos para nuestro analisis posterior, definiendo un nuevo
espacio A = A/L_1A, que estd contenido en A y donde L_;A es el subconjunto de A
formado por derivadas totales.
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Este nuevo espacio A admite también una descomposicién del tipo (4.1.7) y los sub-
espacios resultantes, A, cumplen también las relaciones (4.1.8). Llamaremos I, a los
campos contenidos en A, y, en términos de éstos, podremos construir un conjunto in-
finito de integrales del movimiento linealmente independientes en cualquier CFT, de la
forma':

LonAlz,7) = 75 dw(w — )" (w) Az, ). (4.1.10)

donde los generadores L, se identifican con los coeficientes de la expansiéon en modos
del campo I

o
Ii(z) = Y 27" "Ly, (4.1.11)
n=—oo

del mismo modo que los generadores de Virasoro lo eran para el tensor energia—momento.
Algunas de las integrales de movimiento (4.1.10) sobrevivirdn como tal también cuan-
do la teoria es perturbada mediante de un campo primario y seran éstas precisamente
las que nos proporcionaran las cantidades conservadas de la teoria perturbada, como

veremos en la siguiente seccion.

4.1.2 Ecuaciones de movimiento en CFT’s perturbadas.

El espacio A de los campos locales de la CFT se descompone en suma de espacios
asociados a representaciones de peso maximo de V' x V', donde V' y V representan el
algebra de Virasoro quiral y antiquiral:

A = P[@d.], (4.1.12)

donde [®,] es la clase conforme del campo primario @, que satisface las ecuaciones:

L,®,=L,®, =0 para n >0, (4.1.13)

Lo®y = Ay®u,  Lo®y = Ay®,, (4.1.14)

donde (A,,A,) son las dimensiones conformes quiral y antiquiral de ®,. Vamos a
considerar siempre que las CFT’s que estamos estudiando son unitarias y por lo tanto
Ay, A, > 0y sélamente el operador I tiene ambas dimensiones conformes nulas. En el
caso de campos sin spin A, = A,. Por otra parte, cuando A, < 1 diremos que el campo
®,, es relevante.

Una CFT esta asociada a un punto fijo del grupo de renormalizacién. El espacio
formado por el conjunto de campos relevantes de la CFT puede ser interpretado como
un espacio tangente tomado justamente en el punto fijo, de manera que una perturbacién
de la CFT mediante un campo relevante supone un desplazamiento a lo largo de una

! Aunque vayamos a etiquetar a los campos I, con un tnico indice referido al spin, nétese que, para
cada valor del spin, existirdn generalmente varios campos. Veremos en las siguientes secciones cémo,
en nuestro caso, esa multiplicidad se indica dando un cardcter vectorial a las densidades conservadas.
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direccién de ese espacio tangente que aleja a la teoria del punto fijo inicial [39]. La accién
mas general para una CF'T perturbada por campos relevantes es de la forma:

S = Sepr + ZAT/ ®, (v)d’r, (4.1.15)

donde Scpr es la accién de la CFT no perturbada, (A,,A,) son las dimensiones del
campo ®,, A, es una constante de acoplamiento con dimensiones (1 — A,,1—A,), y el
subindice r denota el caracter relevante de la perturbacion.

En las teorias SSSG que estamos estudiando la perturbacion viene dada por un inico
campo primario relevante de spin nulo (A, = A,) de la CFT original, que en este caso
es el modelo WZW, asi que vamos a centrarnos en el caso en que todas las constantes
de acoplamiento A, son nulas excepto una, que llamaremos A.

Una hipétesis fundamental sera que el conjunto de campos conformes de la CFT
original proporciona un conjunto completo de campos para describir la CFT perturbada.
Como vimos en la seccién (2.1.1), en la teoria original tenemos una serie de campos
I, € A,. Para X\ # 0 estos campos ya no satisfaran la relacién (4.1.9) sino que su
derivada tendra la siguiente forma general:

O, = AR, | + N°R?_, + ... + \"R!_| + .., (4.1.16)
donde R , son ciertos campos locales pertenecientes a A. Las dimensiones de cada
sumando del miembro de la derecha deben coincidir con las del de la izquierda, (s,1),
por lo tanto, el campo R? ; tendra dimensién conforme (s — n(l — A), 1 —n(1 — A))
donde (A, A) son las dimensiones conformes del campo ®.

Como comentamos anteriormente, las teorias que estamos considerando son unitarias
y, por lo tanto, no puede haber campos con dimensiones conformes negativas. Esto es
equivalente a decir que la serie de sumandos (4.1.16) se truncard para algin valor de n,
para el cual alguna de las dimensiones conformes de R ; se haga negativa.

En general, para s > 2, la condicién de unitariedad serd:

1-n(l-A)>0 = n< (4.1.17)

(1-4)
En la mayoria de los casos sélo existe el primer sumando y, para n > 2, todos los demas
son nulos. Esto significa:

1
1-2(1-A)<0 = A<§, (4.1.18)
y, por lo tanto, si A < % la teoria serd super-renormalizable a primer orden (no serdn
necesarios contratérminos). Nétese que esta condicién supone una restriccién mas fuerte
para los valores posibles de A que la condicién de relevancia (A < 1).
Por lo tanto nos concentraremos en la contribucién de primer orden en A. Se cumple
entonces

0, = A\R,_. (4.1.19)

Ahora necesitamos encontrar el modo de identificar el campo R,_; y, en particular,
nuestro objetivo serd calcular las cantidades conservadas asociadas a la CF'T perturbada,
o lo que es lo mismo, las cantidades I, para las que el campo R, ; es una derivada total.
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Para identificar el campo R,;_; debemos tener en cuenta que la contribucion de primer
orden a cualquier funcién de correlaciéon que involucre al campo I, estd dada por la
integral:

(I~ = (I,(2) Yo + )\/dw A (®(w, ) 1,(2) - Yo, (4.1.20)

donde (- - )y es la funcién de correlacién de la teorfa no perturbada.
Teniendo en cuenta que O0I, recibe sélo contribuciones de la vecindad del punto
singular (w, w) — (z, ), podemos utilizar la OPE de la CFT:
L(2)®(w,w) = > (2 — w)" (L5 _n®P)(w, W), (4.1.21)
n=0
donde (Ls,_,®) son los campos locales definidos en (4.1.10). Utilizando esta OPE junto
con las ecuaciones?

- e 2

O(w—z)""" = —ﬂamé (2 —w), (4.1.22)
encontramos el resultado que vamos a utlhzar en nuestro trabajo y que nos dice que el
miembro de la derecha de la ecuacién (4.1.19) se reduce a la siguiente integral:

(2,2) = )\7{—<I> w, Z)Is(2). (4.1.23)

Por lo tanto, el procedimiento a seguir serd buscar la forma mas general que pueden
tener las cantidades conservadas I, para unos valores determinados del spin, que en
nuestro caso han sido 2 y 4, calcular las OPE’s de dichas cantidades conservadas con el
campo primario que actia como perturbacion e intentar probar que el residuo de esas
OPE’s, calculado tal y como se indica en (4.1.23), es una derivada total. Estos serdan
los pasos que vamos a seguir en el cdlculo que presentamos en la seccién (4.3) de este
capitulo.

4.2 Factorizabilidad y ausencia de produccion de par-
ticulas.

En la seccion anterior hemos visto como el método de Zamolodchikov nos permite
deducir las cantidades conservadas cudnticamente en teorias construidas como CFT’s

2La demostracién de estas relaciones sigue pasos muy similares a la del teorema de Gauss en elec-
tromagnetismo [40]. Consideremos el caso m = 0, 9y~ = 27ié(y)d(y), donde y =w — 2z y § = w — Z.
Demostrar que esta relacién se cumple es equivalente a probar que si integramos en y e g en ambos
miembros el resultado es el mismo. Pero la funcién 1/y es singular en el origen, por ello para realizar
esta integraciéon debemos sustituirla por otra funcién que, en un cierto limite, sea igual a ella pero que
esté bien definida en el origen, es decir:

_ 2
5‘1/71 — lln})g% = hn}) % = 27T’L(5(y)(5(g)
0 fy[T a0 (jy)? 4 a2)

Una vez probada la relaciéon para m = 0, los demds casos se obtienen iterativamente, derivando con
respecto a y.
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perturbadas, como es el caso de las teorias SSSG.

En 141 dimensiones se ha podido calcular la matriz—S de forma exacta para un
conjunto de Teorias de Campos relativistas que incluye a los modelos de sine—-Gordon
y sinh—Gordon, las teorias de Toda, los modelos quirales y varios modelos fermionicos.
Las matrices—S de estos modelos tienen 2 propiedades particulares que unidas a las
propiedades generales de cruce, unitariedad y analiticidad, hacen posible su calculo exac-
to. La primera es la factorizabilidad, que significa que la matriz—S de /N particulas puede
expresarse como producto de matrices—S de dos particulas y la segunda es la ausencia
de produccién de particulas, es decir, en cualquier proceso de scattering el nimero de
particulas en el estado inicial es igual al nimero de particulas en el estado final. Es-
tas dos propiedades son fruto de la existencia en la teoria cudntica de infinitas cargas
conservadas que son integrales de densidades de corriente locales que transforman bajo
el grupo de Lorentz como tensores de rango 0, £1, +2 ... Cuando el rango es igual 6
superior a 2 en moédulo, las cargas conservadas se denominan cargas de spin superior y
su existencia es de hecho fundamental para poder demostrar las dos propiedades de la
matriz—S anteriormente mencionadas.

Resulta generalmente muy dificil comprobar la existencia de este conjunto infinito
de densidades conservadas y relativamente facil calcular explicitamente algunas de ellas
(las correspondientes a los menores valores del spin), por eso es logico preguntarse si
realmente son necesarias todas esas cargas conservadas o si, por el contrario, es posible
demostrar las propiedades de la matriz—S partiendo del conocimiento de la existencia
de un nimero finito de cargas conservadas. La respuesta a esta pregunta es afirmativa
y se debe a Parke [13] quien, partiendo de una observaciéon debida a Shankar y Witten
[16], demostré la factorizabilidad y ausencia de produccién de particulas suponiendo
unicamente la existencia de dos cargas conservadas de spin superior, es decir, diferente
de 0 y £1, en una teoria masiva con una matriz—S analitica.

La sospecha de que pudiese ocurrir algo asi se fundamentaba en un resultado bien
conocido obtenido anteriormente por Coleman y Mandula [15], quienes demostraron que
en mas de una dimension espacial una teoria con cargas conservadas de rango superior
necesariamente tendria una matriz—S trivial. Era pues de esperar que en una dimension
espacial la existencia de cargas de spin superior implicase fuertes restricciones en lo que
se refiere a la forma de la matriz—S.

4.2.1 Cantidades conservadas.

Como hemos comentado en la anterior introduccion, en una Teoria Cudntica de
Campos podemos encontrar dos tipos de cargas conservadas. En primer lugar tenemos
el momento, y las cargas correspondientes a simetrias internas, cuyas transformaciones
Lorentz son respectivamente, vectorial y escalar. En segundo lugar tenemos cargas
de spin superior, que jugardn un papel clave en la demostracion de la integrabilidad
cuantica y que se comportan como tensores de rango 2 o superior con respecto a las
transformaciones Lorentz.

Si elegimos coordenadas en el cono de luz 4+ = 2° & 2!, la transformacién Lorentz
de una carga de spin superior con spin m sera:
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Qm = AT Qu, (4.2.24)

donde A representa la transformacién Lorentz?.
Como es légico, para m = +1 tendriamos la transformacion de las componentes
P* = P°+ P! del momento.

Estas cargas satisfacen las siguientes reglas de conmutacién:

[Qm, P*]1=0, [Qn, M*]=0 vy [Qn,Q,]=0 Ym,n, (4.2.25)

que nos dicen que los autoestados de cargas de spin superior son combinaciones lineales
de estados de particulas en el mismo multiplete de masa. Como resultado, en cada
multiplete existira un conjunto de estados de una particula que seran simultaneamente
autoestados del momento y de las cargas @Q,,, @,,--- Representaremos estos estados
como |p,), donde el subindice @ indica el tipo de particula.

Los autovalores de @), estan determinados por invariancia Lorentz:

Qu lpa) = 1 (PF)™ Ipa) = (1a)"ni™ ™ pa), (4.2.26)

donde ngm) son escalares Lorentz no nulos que dependen de la combinacién lineal concreta,
de estados de una particula dentro del multiplete, y p, es la masa de la particula.
Supondremos que las cargas de spin superior son integrales de densidades de corriente
locales. Esta importante propiedad nos permite asegurar que su accién sobre un estado
de varias particulas, suficientemente separadas, es la suma de las acciones individuales

sobre cada una de las particulas, es decir:

k
Qm |pa1pa2' ' 'pak (Z :U/al 77al m@ai) |pa1pa2' : 'pak>a (4-2-27)
=1

3Sea P, = (P°, P') el momento de una particula a en un espacio 14+1-dimensional. La rapidez de
la particula es una magnitud ®,, tal que:

P° = piucosh(®,), P' = p.senh(®,).

siendo u, la masa de dicha particula.
El momento de la particula en un sistema de referencia con respecto al cual esté en reposo es P, =
(11q,0), mientras que, si consideramos un sistema de referencia con respecto al cual la particula tenga
1

velocidad v, el momento es P, = ~,(tq, ftq v), siendo v, = A Es sencillo comprobar que la

rapidez de la particula en este ultimo sistema de referencia viene dada por:

1 14w
P, = §log<1_v>.

mientras que en el sistema de referencia en reposo su valor es nulo.
Bajo una transformacién Lorentz general entre dos sistemas de referencia cuya velocidad relativa sea
u la rapidez se transforma del siguiente modo:

P

e 5 Ae® = &, - B, + log(A),

siendo A = ,/}f—g la transformacién Lorentz que aparece en (4.2.24). Por lo tanto, la rapidez es una

magnitud que bajo transformaciones Lorentz experimenta simplemente una traslacién que viene dada
por el logaritmo de la transformacién Lorentz.
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donde |pg, Pa,: - *Pa, ) representa un estado de k particulas a; , con ¢ = 1...k, de momentos
Pay > Pazs ** *5 Pay, -

Consideremos entonces un proceso de scattering de M — N particulas. La amplitud
de scattering asociada sera:

(ParPas” " Pan | S|y oo * Aoy ) » (4.2.28)

donde la matriz—S establece una correspondencia entre la base de estados—in y la base
de estados—out y los subindices a; y b; diferencian a los distintos tipos de particulas.

La ausencia de produccion de particulas puede probarse simplemente imponiendo la
conservacion de las cargas, es decir, en el proceso de scattering que estamos considerando
los estados inicial y final son autoestados de las cargas conservadas y, por lo tanto, los
autovalores de estas cargas deben ser conservados en la interaccién. Esto se expresa
mediante la siguiente igualdad:

N M
D ()" m50e™ e =37 ()" e (4.2.29)
k=1 k=1

Pero si existen cargas conservadas para infinitos valores diferentes del spin m, la
igualdad anterior supone realmente un conjunto infinito de ecuaciones, una para cada
valor de m, y la iinica forma de satisfacerlas todas, para valores genéricos de los momentos
de las particulas iniciales es considerar la solucién trivial, es decir, N = M vy, quiza
después de reordenar los momentos de las particulas salientes,

(I)ai = q)bi ) (,U’ai)m 771(17;“) = (,U’bz)m 7715:71) con . =1---n. (4230)

Este argumento puede encontrarse en [14], sin embargo, aunque la existencia de
infinitas cargas conservadas es suficiente para establecer la ausencia de produccion de
particulas, no resulta tan facil demostrar la factorizabilidad de la matriz—S partiendo de
este tnico dato.

Esta es motivacion suficiente como para proponer un segundo argumento, debido a

Parke [13] 1980 y construido a su vez sobre una observacién hecha por Shankar y Witten
[16] en 1978.

4.2.2 Estados localizados y ausencia de produccion de particulas.

El argumento de Parke, toma como punto de partida la caracterizacion de los estados
localizados de una particula como paquetes de onda de la forma:

U(z,t) = N /dpef(”) con f(p) = —alp —p)* + i(plx — x9) — B(t —ty)), (4.2.31)

donde a es una constante que determina la dispersion en la velocidad del paquete y zg,
to son las coordenadas espacial y temporal del centro del paquete.

De este modo, un estado general de N particulas se representard mediante /N paquetes
de este tipo y la interaccién de estas particulas implica el solapamiento de dichos paquetes
de onda en una cierta region del espacio que llamaremos region de interaccion.
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Se puede comprobar facilmente que la accién de e*@m sobre un paquete de ondas
localizado de este tipo, produce un desplazamiento de las coordenadas del centro del
paquete xg, ty que depende del momento (P*, P~) de la particula y, por supuesto, del
parametro «. Concretamente:

to — o = to + amn™(ue®)™ " =ty + amy™(PH™, (4.2.32)

m—1)

Ty — To = To — Ozmn(m)(ue‘b)( = z9 — amnp™ (P, (4.2.33)

en particular cuando la carga conservada es el momento, es decir m =1y 7™ =1, la
transformacién se convierte en una simple traslacion, como era de esperar.

Por lo tanto, y esto es una observacién crucial, bajo transformaciones generadas por
cargas de spin superior, los centros de los paquetes de ondas localizados asociados a
particulas con diferentes momentos sufren diferentes desplazamientos.

El argumento de Parke hace uso ademas del llamado principio de macrocausalidad.
Este principio nos dice que en un proceso de scattering con dos particulas iniciales y un
nimero arbitrario N de particulas finales el tiempo de interaccién de las dos particulas
iniciales, to1, serd siempre anterior o igual al tiempo de interaccién de la particula en-
trante mas lenta con la particula saliente mas rapida, t93. Es decir, la produccion de
la particula 3 sera siempre posterior o, como mucho, simultanea a la interaccion de
las dos particulas entrantes. El proceso que estamos considerando se representa dia-
gramaticamente en la siguiente figura:

N+2

Figura 4.1: Proceso de scattering de 2 — N particulas.

Sabemos por otra parte que la amplitud de scattering debe ser invariante bajo una
tranformacién generada por @),,, es decir:

<pa1pa2' **Pans |S|qb1qbz' . 'qu> = <pa1pa2' **Pays |€_ianS€ian |Qb1Qb2' . 'qu>- (4234)

A partir de estas consideraciones, Parke prueba la ausencia de produccion de particulas,
introduciendo previamente los siguientes parametros:

(m) (m) ( (—=n) (—=n) (

~ m—1 ~ n—1
My =My, (1s;) y ooy, =1 (M)

, (4.2.35)

donde, 1, es la masa de la particula b;. Su demostracién puede resumirse en los tres
puntos siguientes:
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e Si alguna de las particulas producidas en el estado final tiene rapidez y valores
de ﬁb:n) y ﬁé:n) diferentes a las rapideces ®; y @, y valores de 7™ y 7{ ™ de

las particulas entrantes entonces, imponiendo la invariancia de la amplitud de
scattering bajo una transformacion generada por una determinada combinacion
lineal de dos cargas de spin superior y diferente, Parke deduce la posibilidad de la
violacion del principio de macrocausalidad.

e Mas concretamente, Parke define la siguiente combinacién lineal, (9, de cargas de
spin superior, con spines m'y —n
Q-n

Qy = 0089% — senf) : (4.2.36)
m n

donde # es un pardmetro que puede tomar cualquier valor en el intervalo [0, 27], y
demuestra que la invariancia de la amplitud de scattering bajo una transformacion
generada por esta carga conservada implica la violacién del principio de macro-
causalidad si en el estado final es producida cualquier particula cuyos valores de
ﬁ(:n) y ﬁ(:n) y rapidez no coincidan con los de alguna de las particulas iniciales,
salvo en puntos aislados del espacio de la diferencia de rapideces |®; — ®5| de las

particulas entrantes.

Esto es equivalente a decir que la produccion de una particula saliente que cumpla
estas condiciones implicaria la no analiticidad y no continuidad de la matriz—S
y, por lo tanto, en las teorias que estamos considerando, no pueden producirse
particulas con estas caracteristicas.

e Al hilo de lo expuesto en los puntos anteriores, Parke demuestra también que sélo
estd permitida la produccion de particulas salientes cuyas rapideces y escalares

ﬁém) y 77,57”) coincidan con los de alguna de las entrantes.

Esta ultima y las anteriores demostraciones conducen a Parke a la importante con-
clusion de que en las teorias que estamos considerando no puede existir produccion de
particulas en ningiin proceso de scattering ya que, la conservacién de la energia—momento
nos dice que si hay dos particulas inicialmente, hay como maximo otras dos en el estado
final cuyas rapideces y valores de 77(7_”) y 77(_7") deben coincidir con los de las dos particulas

b; b;
entrantes.

Concluimos entonces que, en general, se verifica:

(P1p2- - oN|S|Q1q2) ~ 5N,25(2) (p1 — Q1)5(2) (P2 — @2). (4.2.37)

4.2.3 Factorizabilidad.

La demostracién de la factorizabilidad de la matriz—S se basa en la representaciéon de
los estados monoparticulares mediante paquetes de onda localizados, junto con la impor-
tante propiedad de que, bajo transformaciones generadas por cargas de spin superior,
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los centros de los paquetes de ondas localizados asociados a particulas con diferentes
momentos sufren diferentes desplazamientos.

El argumento es muy intuitivo [14] y se resume en que si la amplitud de scattering
de cualquier proceso es invariante bajo una transformacion del tipo (4.2.34) y esa trans-
formacion tiene a su vez como efecto el desplazamiento del centro del paquete de ondas
asociado a una particula, sera posible convertir cualquier proceso en el que interaccionen
mas de dos particulas en una sucesién de procesos en los que las particulas interaccionan
dos a dos. Esto puede verse mds claramente en la figura (4.2). En ella se representan
los diagramas correspondientes a todos los posibles procesos de scattering que pueden
darse con 3 particulas iniciales.

En principio, estos procesos son diferentes y, en una teoria general, nada indicaria que
sus amplitudes de scattering tuviesen que coincidir. Sin embargo, es sencillo demostrar
que en las teorias que estamos considerando, la demostracion de la existencia de, al
menos, dos cargas de spin superior supone una restriccién tan fuerte que realmente
implica que esas amplitudes coinciden.

(1) @ ©)

Figura 4.2: Procesos de scattering de 3 — 3 particulas.

La razon es que todos los diagramas anteriores son equivalentes médulo transforma-
ciones generadas por cargas de spin superior, es decir, el diagrama (2) es, por ejemplo,
equivalente al (1) salvo una traslacién aplicada a una de las particulas, que es justamente
el efecto de las cargas de spin superior. Por lo tanto estamos diciendo que un proceso
en el que hay una interaccion de 3 particulas es equivalente a otro donde se dan tres
interacciones independientes entre pares de particulas.

Estas interacciones son independientes porque la transformacién generada por e?@m
incluye el parametro libre «, al que podemos dar un valor arbitrario, y esto hace posible
que la traslacién inducida sea también tan grande como queramos, segin nos indican las
relaciones (4.2.32) y (4.2.33).

Como es evidente, lo mismo sucedera en un proceso general de N — N particulas,
de modo que podemos considerar probada la factorizabilidad de estas teorias.

4.3 Cantidades conservadas cuanticamente en mo-
delos split.

En el capitulo 2 nos hemos ocupado ya de la obtencion de las densidades conservadas
clasicamente asociadas a spines 2 y 4 y este calculo ha sido totalmente general, es decir,
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los resultados obtenidos son validos para todos los modelos split, independientemente
de que GGy sea o no simple. Para estudiar las densidades conservadas cuanticamente nos
restrigiremos al caso en que G es simple por su mayor sencillez.

Aunque nuestro objetivo es ahora el calculo de al menos dos de las densidades con-
servadas cudnticamente para poder probar la integrabilidad, el calculo clasico nos va a
ser de gran ayuda, puesto que los resultados que presentaremos més tarde nos demues-
tran que las densidades conservadas cuanticamente pueden expresarse como suma de las
densidades cldsicas y de una serie de correcciones en A", con n =1, 2...

Esto no es méas que la consecuencia directa de que las densidades conservadas cuanticamente
se obtienen de la renormalizacién de las densidades conservadas clasicamente, es de-
cir, cada una de las densidades conservadas cudnticamente es la suma de la corres-
pondiente densidad conservada clasicamente ordenada normalmente y de una serie de
contratérminos.

Es importante senalar que cuando hablemos de densidades de spin 2 6 4 nos estaremos
refiriendo implicitamente también a densidades de spin —2 6 —4 puesto que, por cada
densidad de spin positivo tenemos otra de spin con signo opuesto que se obtiene haciendo
los cambios:

JO— J y A — AL (4.3.38)

Esta consideracion resulta importante puesto que el argumento de Parke se funda-
menta en la existencia de dos densidades conservadas de spin superior, siendo estos
spines diferentes en valor absoluto y de signo opuesto.

Por lo tanto, nuestra demostracion de la integrabilidad de los modelos split se basa
no realmente en la demostracion de la existencia de densidades conservadas de spines 2
y 4, sino en la existencia de densidades conservadas de spines 2y —4 6 —2 y 4 y, aunque
en nuestro trabajo hayamos obtenido las densidades asociadas a spines positivos, no
debemos olvidar que, por cada una de ellas tenemos otra de spin opuesto.

En la seccién (4.1) hemos visto cuéles son los pasos a seguir en el cdlculo de las
densidades conservadas cuanticamente. Una vez determinada la forma mads general que
puede tener una densidad conservada para un cierto valor del spin, debemos obtener el
resultado de la OPE que aparece en (4.1.23), teniendo en cuenta que la ecuacién (4.1.23)
es exacta suponiendo que se cumple la condicion de super-renormalizabilidad a primer
orden, que limita los valores posibles de la dimensién conforme de la perturbacion, tal y
como indica (4.1.18).

Demostrar que una cierta densidad I es conservada equivale a encontrar un campo
I, en la teorfa original tal que se verifique la igualdad:

oI, = 0I,. (4.3.39)

Para ello basta exigir que el residuo del polo simple de la OPE entre I; y ®(w, z) sea
una derivada total, es decir:

®(w,2)L(z) = Y (i@fsi;n N o1,

n>1

(4.3.40)

(w = 2)

donde los puntos suspensivos indican siempre términos regulares.
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Hay que senalar que los residuos del polo simple asociados a las OPE’s ®(w, z)I4(z)
e I;(2)®(w,w) difieren inicamente en una derivada total y, de hecho, vamos a calcular
siempre el segundo ya que su expresion es normalmente mucho mas sencilla.

Es también importante recordar los limites en que las cantidades clésicas se recuperan
a partir de las cudnticas. Dichos limites son los siguientes:

J* = —(hk)q hk— % y koo, (4.3.41)
donde ¢ es el potencial que aparece en la expresién del operador de Lax L en (2.5.109)
y [ es la constante de acoplamiento que aparece en la accién (2.1.1).

Finalmente, aunque en el apéndice A presentamos con mayor detalle las principales
caracteristicas del modelo de Wess—Zumino-Witten, conviene mencionar aqui algunos
resultados que seran utilizados con mucha frecuencia a lo largo de los calculos de las
siguientes secciones.

A nivel cudntico, los modelos split vienen descritos por una accién de la forma
S =S5 +—m2/d2 ®(z,t) (4.3.42)
pu— .’,U a’:, ) * *
waw + e

donde la accién Sy zw es en este caso la accién del modelo de Wess—Zumino—Witten
asociada al grupo Gy a nivel k. La carga central asociada a esta CFT es

Go, k) = ——. 4.3.43
CWZW( 0, ) k + hg/o ( )
Por otra parte, el campo h(z, Z) tiene dimensién conforme
Coy (r)
A = 2 4.3.44
" 2(k+hy) ( )

la cual depende de la representaciéon de G elegida mediante del casimir Cy,(r) definido
como:

Cp(r) - I = 22 (4.3.45)

Tor)

siendo ¢ los generadores de la subalgebra invariante gy definidos en la seccién (2.4.3) en
la representacion r.

Es también importante determinar la dimensién conforme de la perturbacién ®(z, ).
Un modo de hacerlo, valido para el caso en que gy sea un algebra simple y, por lo tanto,

podamos escribir
FEPV Y = O, 0%, (4.3.46)

siendo Cy, el casimir de Gy en la representacion adjunta, consiste en calcular la OPE
entre el campo primario y el tensor energia-momento, puesto que ésta tiene, para un
campo primario, la forma general

O (w, w) N Ow®(w, w)

(z —w)’ (z —w)

(4.3.47)
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Si calculamos esta OPE para el campo ®(w,w) = (A_, P) que actia como per-
turbacién en la accién (4.3.42), considerando el caso en que Gy es simple, llegamos al

resultado G202
s = M (4.3.48)
2(k + h,go)
donde hemos tomado
1 (07 (64
T(z) = 5(J7J%), con N = =h* WL (k + hy,). (4.3.49)

Ademsds la forma general de la OPE de una corriente J%(z) con un campo primario
®(w,w) de spin nulo es:

B (w, w
" e(w,w)

JY(z) D 1) = —h 4.3.50
(2) @(w, 0) . (4.3.50)
En la representaciéon adjunta, y tomando un campo ®(w,w) = (A_, P(w,®)),con
P(w,w) = (hA,hT) = h*.A,, la ecuacién anterior se transforma en:
A_,t%, P
J(2)(A_, P(w,w)) = —7?,M (4.3.51)

(z —w)

También en la representacién adjunta, la ecuacién (A.1.8) que presentamos en el apéndice
A toma la forma:

h(k+hY)O(A_, P) = (J([A_, %], P(w, ®))), (4.3.52)

donde los paréntesis () representan el orden normal que se define en el apéndice B.
Con esto, pasamos ya al calculo de las cantidades conservadas de spin 2.

4.3.1 Densidades conservadas de spin 2.

Consideremos un operador genérico, ordenado normalmente, de spin 2, construido
a partir de las corrientes del modelo de WZW:

I5(2) = Das(J*JP)(2) + CL0J%(2) (4.3.53)

Si descomponemos D,z como suma de una parte totalmente simétrica y otra totalmente
antisimétrica, Dog = D(ap) + Diapg), entonces:

Dias)(J*T)(2) = Diga (77°)(2) — hf*10.(2)] (43.54)

donde hemos utilizado la relacién (B.2.9) del apéndice B.
La igualdad anterior es equivalente a:

2Dag)(J*J)(2) = h Dpag) f*77 07 (2) (4.3.55)

de modo que podemos concluir que tomar el tensor D,3 como totalmente simétrico no
supone pérdida alguna de generalidad ya que su parte antisimétrica sélo generaria un
término del tipo 0.J* que podria englobarse en (4.3.53) redefiniendo C,,.
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Por otra parte, es posible comprobar que la OPE de un término del tipo 0J¢ con un
campo primario produce siempre derivadas totales y, por ello, su contribucién no sera
tenida en cuenta.

Por lo tanto, la OPE que nos interesa, considerando ya D,3 = Dag,, es:

—2h Dag(J? ([A_,t*], P(w,w)))

Dag(J*J%)(2) (A, P(w, w)) =

N Dagfﬂ<[[A(_;tj]z;§‘;],P(w,w)>, N ..(.Z_w) (4.3.56)

y el residuo, definido como
Res(Das(J*J7)(2)( A, P)(w, b)) = é}%(Daﬁ(JaJﬁ)(zxA,P)(w,u‘;)), (4.3.57)
- —20 (JP (Duag[A_,t*], P))(w,d). (4.3.58)

Nuestro siguiente objetivo es determinar qué forma tiene que tener el tensor Dg,g
para que este residuo sea una derivada total. Para ello es conveniente elegir D,z del
siguiente modo:

(k)2 Dy [ £7] = %[ﬁ-f, - (4.3.59)

donde /i es un vector contenido en la CSA vy, por lo tanto, tiene rank(G) componentes.
Obtenemos asi la siguiente expresion para Dqg:

1 i

(hk)* Das () = 55—bas = mD)(fi) (4.3.60)
2 a
donde A = Xi y DSB es el tensor que aparece en las densidades clasicamente con-

servadas de spin 2, obtenidas en la seccién (2.5.2). Como hemos explicado ya anterior-
mente, las densidades conservadas cuanticamente se obtienen de la renormalizacién de
las clasicas y, por ello, cada densidad cuanticamente conservada puede expresarse como
la suma de la correspondiente densidad clasica, ordenada normalmente, y de una serie
de correcciones en potencias de /i que resultan de esta ordenacion normal. Por lo tanto,
en general se verifica

1

(hk)*Dap(ji) = mDG() + O(5), n=1,2,-+ (4.3.61)
y la relacién (hk)zDag = ngE nos indica entonces que, en este caso particular, las

densidades conservadas de spin 2 coinciden a nivel cldsico y cuantico, es decir, no es nece-
sario anadir contratérminos. Para llegar a esta igualdad es preciso utilizar las relaciones
(4.3.41).

Sustituyendo esta eleccién para D,z en (4.3.58) y utilizando la ecuacién (4.3.52),
restringida al grupo Gy obtenemos:

20D (AL P)(0m) = =20 (sl A0 P) ) =
_ k) b Py ) (4.3.62)
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Como vemos, el residuo es una derivada total y esto es suficiente para concluir el caracter
conservado de estas densidades de spin 2. Sin embargo, este caso es particularmente
simple, en lo referente a la expresiéon de la OPE (4.3.56), y por ello podemos obtener
también la forma exacta del campo I, para lo cual necesitamos tener en cuenta la
contribucién del polo doble a la OPE (4.3.56). El residuo, tal y como lo hemos definido,
se obtiene integrando la OPE anteriormente mencionada en la variable z y al hacer
esto la contribucién del polo doble es nula. No ocurriria lo mismo si integrasemos en
la variable w, caso en el cual el polo doble nos daria como contribucién una derivada
total, mientras que la del polo simple seria esencialmente la misma, salvo un signo Yy,
por supuesto, el cambio de w por z en la expresién (4.3.58). Esta derivada total es la
diferencia entre el residuo (4.3.58) y el resultado de la integral

Oly(z,2) = —km? 74—@ w, 2)15(z), (4.3.63)

que es la que nos da el valor exacto de Is.
La contribucion del polo doble es:

B2 0(J° (Dug [[A_,t*],t° ), P))(2,0) = ka;’ 0 (J° (fi-t, P)) (2, w), (4.3.64)
donde hemos utilizado
o W2pY
[[A ")t = (@-NaP-tP y Y ataf = %5“ (4.3.65)
a>0

El uso de estas relaciones implica la consideracion de un grupo Gy simple, como hemos
demostrado en la seccién (2.4.3) del capitulo 2.
Por lo tanto, sumando las dos contribuciones anteriores y tomando la constante de

acoplamiento que aparece en (4.1.23) como A = —km?, obtenemos:
= 1 -0l a Jo
(k) L() = 5 3 &= (°0°), (4.3.66)
a>0 A
(4hg, — W2pY)

(hk)’L(f) = —m?(hk)*([1 +

92921 if, P). (4.3.67)

4k
Si comparamos estos resultados con los obtenidos clasicamente encontramos:
— — T — — T 1 T
(i) = mily, L) = mi{L) + 1V}, (4.3.68)

Esto confirma que efectivamente las densidades conservadas cudnticamente se pueden
expresar en términos de las densidades cléasicas anadiéndoles generalmente correcciones
de orden 1 T kz .-+ Ademas, para cada valor del spin, existen mnk(G) cantidades conser-
vadas, tantas como componentes tiene el vector de la CSA ji. En este caso, solo recibe
correcciones el campo I», cosa que es diferente en el caso de los modelos HSG, como
puede verse en [2].

Otra observacién interesante es que, como vemos hay una dependencia en el cociente

U2 /W2 = W2/2y en los niimeros de coxeter dual k) y hy , de manera que el campo I (/i)
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tiene una forma diferente para cada modelo split. Dado que los niimeros de coxeter dual
se encuentran tabulados (tabla 3.2), nos fijaremos sélo en la relacién entre las longitudes
de las raices largas, distinguiendo dos casos:

e G/Gy = SU(n)/SO(n) ¥V n>2.

En este caso, como ya vimos al estudiar la clasificacién de estos modelos, \Ilz / \IJSO =
2, de manera que:

M] iiP). (4.3.69)

(W) Ta() = —m? (Bh)*([1 + 2

o G/Gy = Bs/Sp(4) , GGy = E./SU(8) y G/Gy = Es/SO(16) .

En todos estos casos W7 /¥> = 1, de manera que :

(2hg, — hy)

(W) Ta) = =P ()21 22

| ji-t, P). (4.3.70)

e Tensor energia—momento.

El tensor energia—momento es una densidad conservada cuanticamente de spin 2,
por lo tanto, deben de existir unas determinadas condiciones bajo las cuales las densi-
dades conservadas anteriormente obtenidas se reduzcan a este tensor. De hecho, esas
condiciones consisten en elegir ji = X en las densidades I,(fi). En este caso la igualdad
(4.3.66) se transforma en :

(WP I(R) = 5 (JT%) = (b + W) g (7)) = —(k by Ty (43.71)

(k+hy)

DO | —

en concordancia con la construccién de Sugawara para el tensor energia-—momento de
una CFT [21], y, por lo tanto, (4.3.67) pasa a:

(4hy, — W2h))

(hk)’L(N) = —m>(hk)*[1 + T

A, P) = —(k+h) )T,z  (43.72)

Concluimos entonces que nuestros resultados son consistentes con la construccién de
Sugawara para el tensor energia-momento.

Con referencia también al tensor energia—momento hemos comprobado la compatibi-
lidad de nuestros resultados con los presentados por Cardy en [17] sobre la modificacién
de la ley de conservacion del tensor energia—momento de cualquier CF'T, que se corres-
ponde siempre con un modelo estadistico en el punto critico, cuando ésta es alejada de
la criticalidad mediante una perturbacion relevante. Los resultados de Cardy son total-
mente generales, vélidos para cualquier CF'T que sea perturbada mediante un campo
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primario de la propia teoria y, por lo tanto, deben de ser también aplicables para los
modelos split.

El resultado al que nos referimos puede resumirse en que, para cualquier teoria cuyas
caracteristicas sean las mencionadas en el parrafo anterior, se verifica la siguiente ley de
conservacion cudntica del tensor energia—momento:

1
oT,; = —189 con 0 = —4np(l — A)P(z, 2), (4.3.73)

donde p es una constante proporcional a la constante de acoplamiento, que en nuestro
caso es A = —km?, A es la dimensién conforme de la perturbacién y ®(z, Z) es el campo
que actia como perturbacion.

Sabemos que la dimensién conforme A de las perturbaciones asociadas a los cosets
que estamos considerando es:

(Vg/Tgo)lg

A= Al vho=2 4.3.74
20k + hy,) 8 e T 437
por lo tanto:
4(k+hY ) — W2hY
1-A = o) 97 (4.3.75)
4(k + hy,)
Si tomamos p = —@ y sustituimos (4.3.75) en (4.3.73) el resultado es:
m?(hk)® . (4hy — WIhY)
2,2 — A,,P 4.3.76
= AL ) (4.3.76)

resultado que coincide exactamente con (4.3.72), como querfamos probar.

4.3.2 Densidades conservadas de spin 4.

El procedimiento a seguir para este caso es exactamente el mismo que para spin
2, sin embargo, su estudio resulta mds complejo debido a que en las OPE’s que hemos
tenido que calcular intervienen productos ordenados de hasta 4 corrientes. Esta es la
razon por la cual en este caso sélo hemos calculado una de las densidades conservadas.

En la seccién (2.5.3) del capitulo 2 hemos obtenido las densidades conservadas
clasicamente de spin 4, y hemos visto también como, en el caso particular ji = X,
obteniamos una densidad conservada cuya expresién era notablemente mas sencilla que
el resultado general. Teniendo esto en cuenta, la densidad conservada cudnticamente de
spin 4 que hemos calculado, ha sido justamente aquella que resulta de la renormalizacion
de la densidad conservada cldsicamente mas sencilla.

La forma mas general que puede tener una densidad conservada de spin 4, en términos
de corrientes de WZW, es la siguiente:

I4(2) = Rapyp(J*(JP(J77))) (2) + Pagy(J*(J70)) (2) +

+ Magy (J*(8°7)) (2) + Tagy (0(J7J7)) (2) +
+ Qas(J*0*JP) (2) + D0 J". (4.3.77)
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Sin embargo, la forma general de I4(z) debe de ser tal que los términos que aparezcan
no sean redundantes, es decir, habra que seleccionar los tensores de manera que formen
un conjunto independiente, tal y como hicimos en el caso de spin 2 cuando demostramos
que el tensor D,g debia ser totalmente simétrico porque la parte antisimétrica producia
una contribucién que era equivalente a redefinir el otro tensor, C.,.

Teniendo en cuenta esta observacion hemos demostrado que, moédulo derivadas to-
tales, la forma més general de las densidades de spin 4 es:

14(2) = Ragnp(J* (I (I 7)) (2) + Pag (J*(JP0T) (2) + Qus(J°@T) (2), (4.3.78)
con las siguientes restricciones:

Raﬂ’Yﬂ = R(aﬁ’yp)a Paﬁfy = P,Bafy, (4379)

Pagy + Pyga + Poyg = 0, Qop = Qpa- (4.3.80)

Es decir, Rys+, es totalmente simétrico, ya que cualquier intercambio de indices produce
al reordenar términos del tipo (J(J9.J)), que se absorberian en una redefinicién de P,g.,.
Andlogamente, P,g, es simétrico en sus dos primeros indices ya que, un intercambio de
éstos produce al reordenar términos del tipo (0J9J), que se absorberian en una redefini-
cién de Qqs. La primera condicién de (4.3.80) es mas dificil de deducir y resulta de
utilizar las relaciones existentes entre términos del tipo (J(0J.J)), (J(JoJ)) y (0J(JJ)).
Finalmente, es ficil comprobar que un intercambio de los indices de (),3 produce al
reordenar términos del tipo 9.J, que se absorberfan en una redefinicién de D,, término
que, por otra parte, no se tiene en cuenta porque su OPE con el campo primario produce
siempre derivadas totales. Estos comentarios sobre la eleccién de tensores pueden verse
con mas detalle en el apéndice B.

En el apéndice B se presenta también el resultado completo de la OPE I,(A_, P),
pero para demostrar la conservacién de I4(z) nos basta con restringirnos al polo simple
que nos da la Unica contribucion al residuo que es no nula, con la definicion utilizada.

La contribucién del polo simple al residuo es:

Res<l4(z)<A,P>(w,w)> = h{(J“(Jﬂ(ﬁ(Qam,P))))+(3J°‘(Jﬁ<Maﬁ,P>))+

+(PT(T,, P>)}(w,w), (4.3.81)

donde
Qaﬁ’)’ =4 Raﬂ’Yﬂ [A—a tp]a (4382)
Mag = —12 hRaﬂw [ [A—a tv], tp] —2 (Paﬁv - Pﬁva) [A_, tv]’ (4-3-83)

Ty = 2 n? Raﬂw [ [ [A—v tﬁ]tv]v tp] + h(POéﬁ’Y - P'yﬁa) [ [A—v tﬁ]a tv] +
+(2Qap + hfﬁwpﬁm) [A-,t7]. (4.3.84)



90 Capitulo 4. Cantidades conservadas cuanticamente.

Nuestro objetivo es demostrar que este residuo es una derivada total, es decir, que existen
dos tensores F,3 y Rq, con componentes en g, tales que?:

Res<I4(z)(A_,P>(w,w)> — (JO(JP(Fas, P))) + 0(0J*(Ra, P)).  (4.3.85)

Utilizando la ecuacién (4.3.52) particularizada para Gy, se verifica que:

O(J*(J*(Fus, P))) = (9J°(J*(Fup, P))) + (JUOJ(Fos, P))) +

+(JT (T [Fop, 7], P)))), (4.3.86)

B(DJ( Ry, P)) = (0°J*( Ry, P)) + (0J(J?([Rq,t°], P))), (4.3.87)

o Fop = —Tof__ Ry =t (4.3.88)
aff — h(k—Fh;/o) y o h(k—Fh;/o) L.

En resumen, queremos encontrar tensores Rus,,, Pagy ¥ Qap tales que se verifique la
igualdad

{72 (Qusy s PY)) + (09I Mag, P))) + (021 T, PY) f(aw,0) =
= 0O (T Fup, PY) + (J*(07% Fag, P))) + (P *(Ra, P)) +

+ (01 (J{[Rast”1, P))) + (J* (I (T ([ Fag t”],P>)))}(w,w), (4.3.89)

para algin par de tensores Fip5 y I2,.
Identificando en la anterior ecuacién términos con tres corrientes podemos deducir:

(TP (T Qapy s P))) = (J(I (T ([Fag s 8 lsims P)))), (4.3.90)

donde el simbolo |, indica que se toma la parte simétrica del conmutador, puesto que
24y €s totalmente simétrico.
Es decir:

A

30py = 12 Ragyp [N ,1°] = [Fag, '] + [Fuy, t°] + [Fyp, t°]. (4.3.91)

La caracteristica mas destacable de esta relacién es que no recibe correcciones cuanticas,
de manera que cuando tomemos el limite clasico la relacién sera la misma.

Es facil obtener, utilizando las relaciones entre ordenaciones normales del apéndice
B, la siguiente igualdad:

*En lo sucesivo consideraremos que el tensor F,s es totalmente simétrico, puesto que una parte
antisimétrica sélo produciria una contribucién equivalente a la transformacién R, — R, + % f D‘B”’F[A,B].
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(T (I T([Fag, " llsims P))) = (J*(JP(J([Fag, 7], P))) +

P (0T [ Fap 0 PY) + o 150 90002 [ o, 01, P). (4392

Por lo tanto aparecen dos términos adicionales que nos dan la diferencia entre la parte
simetrizada y no simetrizada que habra que tener en cuenta.

Identificados ya los términos con 3 corrientes, nuestro siguiente paso serd comparar
los términos del tipo (J(9J(...))) v (0J(J(...))). Estos términos van a ser tratados
conjuntamente puesto que pueden relacionarse entre si y la diferencia siempre genera
términos del tipo (92.J(...)). Més concretamente encontramos que si G,s es un tensor
totalmente general, se verifica:

(0J(J(Gag, P))) = (J*0I(Gsa, P))) + gf“ﬁ”(GQJ”(Gaﬁ, P)).  (4.3.93)

En particular, si G fuese un tensor simétrico el ultimo sumando se anularia.

Igualando entonces los términos con 2 corrientes que aparecen en cada miembro de
la ecuacién (4.3.89) y teniendo en cuenta el término de este tipo que se genera como
consecuencia de la relacién (4.3.92) obtenemos:

(0J%(J%(Mag, P))) = (0J(J*(Fap, P))) + h f7P (J*(0J%([ Fap, t], P))) +
+ (J*(DJP(Fas, P))) + (8J%(J?([Ra,t%], P))). (4.3.94)

Utilizando (4.3.93) podemos transformar todos los términos de la ecuacién anterior en
términos del tipo (0.J(J(...))), en particular:

(J*(DJ°( Fag, P))) = (0J*(J°( Fag, P))), (4.3.95)
ya que F,3 es un tensor totalmente simétrico, y
B fP (DT [ Faps '], P))) = B f (DT (TP ([ E3put7], P))) +
=1 g e @230 (1), P)). (4.3.96)
Esto nos lleva a una relacion entre tensores de la siguiente formas:

Mys = 2 Fog + [Ra,t°] + b fP1%[F3,, 7], (4.3.97)
y, utilizando (4.3.83) y (4.3.91):

~2(Pagy — Pora)[A,17] = 2Fo5 + R, t°] + h{ [Fsp, [t%,27]] +

+ a0 + [[Faps 20,87 4 (B 17,27 . (4.3.98)
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Finalmente nos quedan los términos del tipo (9?J(...)). Igualando los términos de
este tipo que aparecen en (4.3.89) y teniendo en cuenta las contribuciones adicionales
que proceden de (4.3.92) y (4.3.96) llegamos a la siguiente relacién entre tensores:

52 - K? ~ 2h* =

gféwfﬂpa[Fw,tv] + ?ffﬂafpvﬁ [ng,t”’] = R, — ?f&pfﬂp“[Fgﬁ,t”].
(4.3.99)

Sustituyendo (4.3.84) y haciendo una serie de manipulaciones que permiten agrupar

términos del mismo orden en A, la ecuacion anterior pasa a:

To = R —

-2 Qaﬁ [A,,tﬁ] = —R, + h{ (PaM - Pvﬁa) [[A*7tﬁ]7t’y] + fﬁw Pﬂm [Aatp]} +
+2h2{3a6w[[[A_,tﬂ],m,tp] + % fem fﬂpa[ﬁﬁf,m}. (4.3.100)

La ecuacién (4.3.100) involucra como vemos a los tensores Ragyp ¥ (Pagy — Pays)s
cuyas expresiones en términos de R, y F,s ya conocemos a través de (4.3.91) y (4.3.98).
Por lo tanto podremos obtener una ecuaciéon que relacione a (Qu5 con R, y Fyp, consi-
guiendo asi expresar todos los tensores que aparecen en I,(z) en funcién de estos dos.

En cuanto al tensor P,g, es interesante observar que no aparece directamente en
ninguna de nuestras ecuaciones, sino que siempre aparece una diferencia de tensores. Si
no tuviésemos ningun tipo de ligadura adicional para este tensor, no podriamos llegar
a obtener una solucién tnica para P,s,, pero las ligaduras que para este tensor nos dan
(4.3.79) y (4.3.80) lo hacen posible.

De hecho, si tomamos la ecuacién (4.3.98), la reescribimos intercambiando los indices
a y [, sumamos las dos ecuaciones y utilizamos (4.3.80) y (4.3.79) llegamos a una
ecuacion para P,g, de la forma:

—6 Pagy [A_, 1] = 4 Fop + [Ra, t°] + [Rp,t°] + h{ [Egp, [t 8]] + [Fap, [t7,17]] +
2 [Fugs 7], ] + 2[[Fnps %], 7] + 2[[E,, 1], 1] } (4.3.101)

Una vez planteadas las ecuaciones (4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100), nuestro objetivo es
encontrar dos tensores F,3 y I?, en funcién de los cuales podamos obtener una expresion
para Ragyp, Pagy ¥ Qap de modo que las ecuaciones (4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100) sean
compatibles entre si. Los términos involucrados en todas estas ecuaciones estan con-
tenidos en g; que, como sabemos, es la suma de la CSA y del subconjunto generado por
t%, siendo @ > 0. Esto significa que podemos descomponer cada una de las ecuaciones
(4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100) en dos ecuaciones, proyectando en uno u otro de estos dos
subconjuntos de g;.

La utilidad de estas proyecciones radica en lo siguiente:

e la proyeccion en la CSA, genera un conjunto de ligaduras entre las diferentes com-
ponentes de los tensores Fnz y R,°, sin involucrar a los tensores Ragyp, Pagy ¥

5Los tensores }A%a y ﬁag tienen componentes en la CSA y en el subconjunto de g, {t&, a > 0}. Dichas
componentes se denotardn por F&“B y R en la CSA y por FZB y R} para las componentes t7.
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Qaﬂa

e la proyeccién en el subconjunto de g; generado por t® nos proporciona las expre-
siones de los tensores Rogyp, Pagy ¥ Qap en funcion de Fop y R,.

Sin embargo, no seran estas las uinicas relaciones de interés, puesto que habremos de
tener también en cuenta las propiedades de simetria (4.3.79) y (4.3.80).

La imposicién de estas condiciones sobre los tensores Rs.,, Pagy ¥ Qas, expresados
ya en funcién de Fag y R, de acuerdo con el procedimiento que hemos explicado en el
parrafo anterior, genera un conjunto de nuevas ligaduras entre estos dos ultimos tensores,
las cuales se afadirdn a las obtenidas mediante la proyecciéon en la CSA de (4.3.91),
(4.3.98) y (4.3.100). El resultado final es que, como veremos luego con mayor detalle,
las componentes de Faﬁ y R, estan ligadas entre si por un conjunto de ecuaciones que es
mucho mayor al nimero de dichas componentes y, por lo tanto, las posibles soluciones
del sistema estan fuertemente restringidas.

Sin embargo, antes de intentar obtener soluciones para ﬁaﬁ y R, y por lo tanto, para
Rogyp, Papy ¥y Qap, es conveniente estudiar el limite cldsico de las ecuaciones (4.3.91),
(4.3.98) y (4.3.100).

Al hacer esto podremos utilizar las soluciones clésicas ya obtenldas en el capitulo 2
para rY pl y Qaﬁ, para obtener unas soluciones para F(ﬁ) y R . Esto nos serda

aByp> © afy
util por varias razones:

e en primer lugar, a las ecuaciones (4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100), en el limite i —
0 también podemos aplicar todo lo dicho en los pérrafos anteriores, obteniendo
ligaduras entre las componentes de ﬁ’o(é%) y E&O), pero en este caso conocemos de
antemano cudles tienen que ser los resultados para los tensores Rg)ﬁ)w, POE%)7 y Qg)ﬁ),
es decir, tenemos realmente un conjunto de ecuaciones que relacionan entre si las
componentes de F OE%) y ]-AB&O) con la particularidad de que el nimero de ecuaciones es
mucho mayor al de incégnitas. Por lo tanto todas estas ecuaciones tienen que ser
compatibles entre si y esto nos sirve como prueba de que las ecuaciones (4.3.91),

(4.3.98) y (4.3.100) son correctas, al menos en el limite cldsico,

e en segundo lugar, mds tarde trataremos de buscar soluciones a nivel cudntico para
Fo3 vy R, que sean de la forma:

Frs = FO 43 o B e B0 4 30 B 4.3.102
= F STy R RO+ 3 T (13102)
n=1 n=1

y, por lo tanto nos interesa conocer la forma de las soluciones clasicas.
e Obtencion de las soluciones clasicas F(ﬁ) y R

El limite clasico de las ecuaciones (4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100) es el siguiente:

12mi R, A7) = () {[FY. 0] + [FO.6) + (B¢}, (43.108)

aByp
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2m* (P, — PYL) (A t7] = (k)’ {2(hk) F9 + [R(f),tﬁ]}, (4.3.104)
2m? QW) A, t°] = —(hk)* R, (4.3.105)

donde hemos utilizado las relaciones siguientes entre tensores clasicos y cuanticos, validas
en este limite:

(Rk)Y (o (RE)? o (hk)? o
Rapyp =~ Ribyps  Papy == Po ¥ Quy="5-Qup.  (43.106)

aByp?

Estas relaciones se obtienen utilizando (4.3.41) y es especialmente importante no olvidar
el signo negativo que aparece en la segunda igualdad puesto que, de no tenerlo en cuenta,
encontrariamos que las ecuaciones (4.3.103), (4.3.104) y (4.3.105) serian incompatibles
entre si, es decir, tendriamos que concluir que no existe solucion clasica, cosa que no
tiene sentido puesto que la integrabilidad clésica ya fue demostrada anteriormente.

La proyeccién de (4.3.103), (4.3.104) y (4.3.105) en la CSA nos da las siguientes
relaciones:

EDyA + ED%A + FOPpA =, (4.3.107)
2 (hk)F\9" = ROPpA, (4.3.108)
(hk)RO4 = 0. (4.3.109)

El siguiente paso serfa sustituir los resultados clasicos (2.5.136), (2.5.137) y (2.5.138)
y obtener los tensores ﬁ'o(é%) y RO,

[0
uacién. En este caso, al igual que en la seccién (4.3.1) para las densidades conservadas

clasicamente de spin 2, se introduce un vector arbitrario fi contenido en la CSA, para
expresar la existencia de un conjunto rank(g) de soluciones:

La solucion general para los tensores ﬁé%) y RO clasicos se presenta a contin-

R VIR A
ROA — o, ROT — _((J‘—f)z Soryy O = _% Oas,  (4.3.110)
(hk)*(X - @ 2(hk)*(X - @)

4(hk) (X-@) (X5
o83 (XefPN(Bei) @)
+< N7 A4 5))(@-5) (X-cn)

}, (4.3.111)
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y, como podemos facilmente comprobar, este iltimo tensor es nulo si se repiten dos
indices cualesquiera, es decir

FO7 = O = O3 = o, (4.3.112)

ax

resultado que, por otra parte, no es una caracteristica particular de las soluciones clasicas
sin6 que cualquier tensor F 07 ﬁ) que satisfaga la condicién (4.3.107) ha de cumplir también
(4.3.112). Puesto que la ecuacién (4.3.107) se ha obtenido a partir del limite cldsico de
(4.3.91), ecuacién que no posee correcciones, esto significa que las soluciones ﬁzﬁ a nivel
cuantico también cumplirdn (4.3.112).

Es facil comprobar esta afirmacion sin mas que observar la forma de la ecuacién
(4.3.107) y darnos cuenta de que los “coeficientes” no son cantidades libres, sino que
son precisamente las raices positivas del dlgebra de Lie g. Podemos destacar varias
caracteristicas:

e por cada conjunto de tres raices fijas «, 3, y v tenemos una ecuacion diferente que

involucra a los tensores F( g , FO(W)ﬁ , F( )z Ninguno de estos tensores aparecera

en otra ecuacion que 1nvolucre a tres ralces que no sean las anteriores,

e la ecuacién (4.3.107) nos dice, para cada conjunto de tres raices positivas fijas,

. 1 . , . 0)7 5
que existe una combinacion lineal de dichas raices, con “coeficientes” Féﬁ)7, Fo(lg)ﬁ

y F (ﬁ) , que es nula. Existen entonces varias posibilidades:

— Si todas las raices son diferentes entre si e independientes, la tinica solucion
posible implica que las componentes F; OE%”, F ég)ﬁ y Fv(g)a sean nulas para estas

tres raices. Es decir:
FO = FO% = F9* =0, v {a, 7,7} independientes. (4.3.113)

— Si todas las raices son diferentes entre si pero no independientes, por ejemplo
a = mf +ry, con my r constantes y necesariamente iguales a +1 en el caso
de algebras simplemente enlazadas, la situacion cambia con respecto al caso
anterior, convirtiéndose la ecuacién (4.3.107) en la siguiente:

(0)y A (0)ympB+ry A A (0)3 A _
Fongrrys V" + Fyp (mB™+19%) + Flpnpiry B =0, (4.3.114)

y, suponiendo que 3 y < son independientes esta ecuacién da lugar a las dos
ligaduras siguientes:

(0)7 _ (0)ymB+ry (0)8 _ (0)ymB+ry
F(mg-l-?"’y)ﬂ - _TF’y,B ! y F»y(m/g_H«fy) = mF%B 7. (43115)

— Como caso particular del anterior podemos considerar m = 1, r = 0, es decir,
a = 3. Para este caso las ligaduras anteriores equivalen a:

o
F)7 =0, (4.3.116)
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y, si considerasemos @ = 6 7 = 5 obtendriamos:
08 _ (0B _
Fg)" = F 5" =0, (4.3.117)
en concordancia con (4.3.112).
Es evidente de todo lo anterior que si las tres raices son iguales se cumple:

FOa — 0 (4.3.118)

[e7e%

Pasemos ahora a considerar el caso particular i = X. Las soluciones (4.3.110) y (4.3.111)
se reducen en este caso a las siguientes:

~ U 5
0) A _ 0)3 _ af
ROA_x=0, RVP|, ;= T (4.3.119)
poa ot om0y 1.3.12
af |ﬁ:X_ o N afy af |ﬁ:X_O’ ( 3. O)

2 (hk)* (A-d)
las mismas que obtendriamos si hubiésemos sustituido las soluciones (2.5.139), (2.5.140)

y (2.5.141) en las ecuaciones (4.3.103), (4.3.104) y (4.3.105), en lugar de las soluciones
generales (2.5.136), (2.5.137) y (2.5.138).

e Relaciones entre las componentes F 5, FJ3, R} y R a nivel cudntico.

Una vez estudiado el limite cldsico pasaremos ya a buscar soluciones para las ecua-
ciones cudnticas (4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100). Primeramente consideraremos la proyec-
cién en la CSA de estas ecuaciones. Como resultado de esa proyeccion las ecuaciones
(4.3.91), (4.3.98) y (4.3.100) dan lugar, respectivamente a las tres siguientes:

Flgqy* + F§ o™ + F2 " =0, (4.3.121)
W2y . . S
20 (k+h,, — ZQ)Ffﬁ—Qﬁ(Ff}s'aB)aA = RIBA+RA{ [P By, + [1° Fgs+ [17° F5}0%,
(4.3.122)
V\ DA hAé £af nA h? apd [ € pEB "B ¢B Bpd £E6B 13E
Wk + hy )Ry = SR+ 0 f {F5,f% + (B} - 6%)055 ) + fO7 P FE, +

+2f§p6f6p’3ﬁ§5 + 2f§ﬂ5f5pﬁﬁ§p + 2f£a5f5pﬁﬁ§p + 2f@pﬁ(ﬁ6b; . aB) }BA +
+2h2fp7’3{(ﬁ73p ; &B)éaﬁ + ﬁgqffpﬁ + ﬁ§7f§a6 + ﬁ’pfafévﬁ}pf\ _

2h?

A (4.3.123)
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Como ya habiamos observado, (4.3.121) es exactamente la misma ecuacién que
(4.3.107).

Veamos ahora las ligaduras entre las componentes de ﬁag y R, que resultan de
imponer que los tensores Ropy,, Pagy ¥ Qup satisfagan (4.3.79) y (4.3.80).

Empezaremos con el tensor R,g.,.
La ecuacién (4.3.91) es equivalente, sin méas que realizar los conmutadores y proyectar
en t”, a la siguiente:

(Foflﬁ ' ’VA) Oyp + ( 5A) 0pp + ( ] CYA) Oap
12 Rogyp = +
) (A P)
Féﬂf&vﬁ + Fo%fwﬁ + ngféaﬁ
(A7)
expresion que es explicitamente simétrica en los indices «, 8 y 7 pero no en el indice p.
Puesto que el tensor R,3,, tiene que ser simétrico en todos sus indices, debemos imponer
en la ecuacion anterior las siguientes condiciones:

Raﬁw = Rpﬁvav Raﬁw = Rawﬂv Raﬂw = Raﬂp% (4-3-125)

, (4.3.124)

las cuales son equivalentes a las siguientes igualdades:

(B0 + Fban) (X-3)p" — (Ebbsy + Egbdar)(X- 7" =
= ﬁ‘éﬂfﬁ’?ﬁ(x.g) + (X.ﬁ)(ﬁépféﬂv + ﬁgpffaw) _

—(X- ) (EE, £ + F§, per), (4.3.126)
(Fisbyp + Fib0s,) (X @)p" = (Fjhbay + Fipdap)(X- Pl =
= F,%féap(j\’ _') (5\' )(Fé fﬁva $pf§ﬁo7) _
—(X-a@)(FL o7 + FE,f57), (4.3.127)

(Falsbop + F200p) (K- B)p* — (Fidsy + Fypdas) (X- 75" =
X8+ (X-P) (Fé B 4 F& f&aﬁ)
—(X- B)(FEfo? + ES, 7). (4.3.128)
Estas tres igualdades son vilidas para cada conjunto de raices (& 5 ¥, p) positivas fijas.

Si ahora tomamos en (4.3.126), @ = 5 obtenemos una relacién mas sencilla que es la
siguiente:

(FL - oMY A)dap — (FL 4K P)0ay = (X 5)FETES, — (X-F) fEPFE,, (4.3.129)
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que, particularizada al caso @ = 7 nos da la siguiente igualdad:

(Fae - PYA-@)o0p = (Fyy - a)(X- 7). (4.3.130)

De nuevo hemos de hacer la observacién de que todas estas ecuaciones deben cumplirse

también a nivel cldsico, y, efectivamente, es posible comprobar que las soluciones Fég)
obtenidas en el apartado anterior las satisfacen.

Consideremos ahora el tensor P,s,. La ecuacién (4.3.101) es explicitamente simétrica
en o y 3, por lo tanto cumple automaticamente la primera condicién que aparece en

(4.3.79) para P,g,.
La segunda condicién que debe cumplir P,s, aparece en (4.3.80) y se traduce en la
siguiente igualdad:

Fus + FBA F% (B3 - 8055 + (Rf - a™)day
A7) -8 (A-a)
A

+R§f By 4+ ﬁgféoﬁ . RE 618 4 ngfaﬁ .
(A-7) (A-5) (A
o { 1o (Egy o)+ fEy o) | o) £ (R - )
(A-7)
+f°“’ﬂ(F7Ap B + [ (FG, - BY)
(X-8) 7
I E o) £ B o) PR (B o) + (B )
(A- Q) (A- Q)
apd £E67 € § £E65 aps 1€6B FE § rE6B IE
+f P f8 ’YFﬁp_:i_ JE S 7F§p for f& ﬂF$P_’+ fw fé ﬁFép N
(X-9) (X-9)
[, & [ fRES, | EOES, — (B )
(X d) (X-7)
2f§a5f5pf'yF§p_‘_ ng(& ’ ﬁ)6ﬁ7 + 2f§76f6p/3Fo€p_‘_ {?o’:yp(/v ’ ﬁ)éﬁﬁ
) R
IS, By (@ 0 oI, — FG - P
(X ) (X-a)
TS, — F (G D | SPPTES, PR
(A-a) (A-9) (A
Epd phpa €
2@} =0. (4.3.131)
(A- @)

(
+2f@pﬁ(ﬁ¢) . aA) +f7pﬁ(p;lp.7A)

+

+

_|_
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Finalmente, si queremos obtener tensores (),, totamente simétricos, la ecuacién
(4.3.100) nos conduce a la siguiente igualdad:

} _ h{Pﬁo@fﬁw P, f77e1 +

}
ey Lo = Poe) 2T 2~ P
-

2#@-®{ﬂﬁﬁw3ww__ﬁwﬁ@365
(X-a)
on? { (B4 - o) (B - o)

2 fﬁp')’fﬁ')’aﬂfi feoy fh B8 2 be } 4.3.132
3 -9 Ko o

En resumen, cualquier conjunto de soluciones Rqgy,, Pagy ¥ @ap que nos den una
densidad conservada de spin 4, I,(z), han de estar dadas en funcién de dos tensores Fyz
y R, que satisfagan las ligaduras (4.3.121), (4.3.122), (4.3.123), (4.3.125), (4.3.131) y
(4.3.132). Es pues evidente que las posibles soluciones para estos tensores estan fuerte-
mente restringidas.

e Obtencion de una solucién para F,s y R, a nivel cuantico.

Conocidas ya las soluciones generales F(ﬁ) y RO de las ecuaciones (4.3.103), (4.3.104)
y (4.3.105), nuestro interés se centrara ahora en la obtencién de, al menos una solucién a
nivel cudntico para estos tensores, es decir, una solucién de (4.3.121), (4.3.122), (4.3.123),
(4.3.125), (4.3.131) y (4.3.132).

Puesto que el conjunto de ecuaciones a resolver es muy complejo, trataremos de tomar
como punto de partida aquellas hipotesis que nos permitan una mayor simplificacion de
dichas ecuaciones. Como hemos visto que las soluciones cldsicas para ﬁé%) y RO con

—

[i = X son especialmente sencillas vamos a suponer que existe una solucién a nivel
cuantico, tal que:
Fos = EO)|._ 4.3.133
af af |[[:/\' ( s )
En este caso, las ecuaciones (4.3.122) y (4.3.123), se simplifican a:
h’Z 75(0)A ~(0)B By A _ DBRA
—L) gt = 2h(Fog - a”)a” = R, B%, (4.3.134)

2
9
4 a

20 (k+hy, —

~ h~z 7z 2
h(k+hy )Ry = §Rgf§°‘ﬁ5“. (4.3.135)

La ecuacion (4.3.134) nos da como solucién para RQ una expresiéon de la forma:

. . pWB
(hk)* R} = (hk)*{ R + Rz 3 (4.3.136)
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—

donde R(? es la solucién clasica para fi = X y la correccién cudntica R(V? es de la
forma:
~ \Il2hv—4hv + 4(a-a
RP ELE (@-d) Sup- (4.3.137)
4(X- )
Cuando sustituimos la solucién anterior para Rg en la ecuacién (4.3.135) ésta se
reduce a la siguiente igualdad:

hk+h! YR =0, (4.3.138)
la cual admite como unica solucién:
RY = R4 = . (4.3.139)

Pero estas soluciones deben satisfacer también las condiciones (4.3.126), (4.3.127),
(4 3.128), (4.3.131) y (4.3.132), las cuales para este caso, sustituyendo R = F wg =0y

Faﬂ = Fé%)A| _x» se reducen a:

—

( ary A(Sﬁp + Fﬁ(’y) 6049) (>‘ f?)pA - ( ap A(Sﬁ’)’ + Fﬁ(p) 56%’)’) ()‘ ) ﬁ)fYA = 07 (43140)
(FS 05, + FED40,) (X @)p" — (E5) 00y + FD4605)(X- ot =0,  (4.3.141)

(FS"05 + Foan)(X- B)pt = (F940, + E460s)(X- )3 =0,  (4.3.142)

para (4.3.126), (4.3.127) y (4.3.128), mientras que, para (4.3.131), tenemos:

. {f&ﬂ(ﬁéim-wf PPEQA ) | FER)Y o)+ fEQA - )
(X-7) (X9

+fapﬁ(ﬁ’7(2)z4 514)_)4_ fwﬁ( .ﬁA) fapﬁ( W) aAl+f pﬁ(p(gp) -4 .
(X-5) (X-5)

S ot + f (A -0ty (o) + 10 BA)}
(A-d) (A-d)

_ RE f75¢ 4 fggfﬁaé . RE A€ 4 Rg;fﬁaé . fgifdﬁg + fggfo‘wg (43.143)

(X9 (X B) (X-a) h

y teniendo en cuenta que conocemos la forma de los tensores ﬁ’ag y R, que queremos
sean solucién de esta ecuacién podemos descomponerla en dos igualdades, separando la
parte de orden 0 en 1/k y la parte de orden 1/k. Tales igualdades son:
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(-7 )

_ h{ fam(pﬁf; . fYA):L fﬂm(FOi).
. (A7)
+fapﬂ(pﬁ) . BA)j_ wﬁ(poflp . ﬁA)

(A
fwa(ﬁ'ﬁf; ) OzA)jr fﬁpa(ﬁfp ) aA) 2f’_ypo7(Fé“10 Ly
(A-a)

e
=
2y

=

+

para la parte de orden 0 en 1/k, y

para la parte de orden 1.
Finalmente la ecuacién (4.3.131) se convierte en la siguiente:

(A P) (A-a)

}A?‘A ; pA) (ﬁA . aA)
- _ Kk 4{f607fﬁ7a( Be — flay fhvp 2 BE }

" (A-7) (A-a)

2 4 o A fﬁﬁf&deﬁ ¢ fﬁﬁf&ﬁRaﬁ 6}
Z(X- B)(hk { | TeBvE _ e

(A B)(k) G 5

+(hk)*{ Poar 71 = Pagy f77°}, (4.3.146)

y, de nuevo, esta ultima ecuacién, que es la condicion de simetria del tensor (),,, puede
descomponerse en dos ecuaciones, al tomar por separado los términos de orden 1/k y

los de orden 1. Para hacer esto hemos de expresar previamente la ecuacion en funcién
de los tensores Fiz y R,. Obtenemos ast:

_|_

(X. B) fee { RWE B 12510)5 fﬁva} 1 { £8m [ BUOE o8 -
= = - 5 = — fEPIIRDIE fhre - RE gyl 4
T By S s e Gl S A 2
+R{{ fEeT pre fmfﬁ”o‘}}, (4.3.147)

a orden 0 y

1
6(X - 7)

{fﬂév{fﬁw(ﬁo(ég)f‘ ) — fﬂva(ﬁp(g)A ) fYA)} + 2f3§7{fﬁw(ﬁé2)f‘ o) —
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a/(0)A 67 [ D(1)E (1)€ a SWE [ réay
— B (Fﬁ(g) .pA)} + f&ﬁv{R&I)ﬁfﬁw _ Rgl)éfﬁv } + Rg)ﬁ{fé 7 fBre

_ 2 (ﬁ(O)A_pA) (ﬁ(U)A-aA)
— f&PY pBre } + _{f&/Wfﬂw e — fEa fBe BE }:
} 3 ()\ﬁ’) A ()io—z)

_ (X-E){ﬁA_ a5 Iy e B BY) (B
2(X-9) (A“ 7){(X-ﬁ)A(X-&)} ! { X5 (X-a) }
+faﬁw _ fﬁfv(Fﬁfé'pA) +fvﬂ§{Rglj§fﬁ7p B Rgljgfﬁ”d}} N

(A7) (A-a) (A p) (A-a)
(X g)f’%g { SA AN pdca 3¢p
(B )£, — P8 +
TR R o)
+H(EL - B %05, — fgﬁpégd}}, (4.3.148)

a orden 1/k.

. . - . . ~(0)A
Si en todas estas ecuaciones sustituimos las expresiones explicitas de Fo(éﬁ) |ﬁ:X y de

RS, , es relativamente sencillo comprobar que efectivamente se satisfacen, es decir, que la
solucién particular obtenida para los tensores ﬁaﬁ y R, a nivel cudntico satisface todas
las condiciones necesarias para que los tensores Rug+,, Pagy ¥ @ap Obtenidos a partir de
ella nos den una densidad conservada de spin 4. Esto nos basta para poder concluir el
caracter integrable de los modelos split.

e Obtencion de una solucién para R.g,,, Pugy ¥ @as-

Como ultimo objetivo en este capitulo nos queda unicamente la obtencién de los
tensores Ragyp, Pagy ¥ Qap correspondientes a la solucién dada por (4.3.133), (4.3.136)
y (4.3.139) que hemos obtenido en la seccién anterior.

Para el primero obtenemos,

-1 [ (@) (a5)
(hk)4Ra6w|ﬁ:X = 24(5\'.&) {(5\»?) {5a657p + 5ap576} + (X —») 5a756/) (4-3-149)

resultado ya conocido, pues coincide con la solucién clésica (2.5.139).
En cuanto a P,g,, la ecuacién (4.3.101) nos da la relacién

0 Papy (X 7) = BLf™T 4+ BEFE + h{fa'”(“w/* )+ 2f P E 0t +
_i_fﬁﬂ’Y(ﬁo(lg)A v ) + 2f5/77( BA)} (43150)

£ (0)A

Sustituyendo ahora las soluciones F,g" y R obtenemos:

1
(hk)* Pagy = —m*{ P, + kP( FNS (4.3.151)
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donde P 67 es la solucién cldsica dada por (2.5.140) y Po(lﬁ)7 viene dado por:

3 p(D) 1 Wohy —4hy o f57 T
e = T s
3997 ((@-7) _ (B-9)
+5 {(X-&) (X-E)}}' (4.3.152)

Finalmente, de acuerdo con (4.3.100), el tensor Q,p satisface:

2 N 25 (hk‘)a YA\ Bvp
20k Qo) =~ R + L (P, = P RBP4

- nk)* P
+PB07(A'ﬁjfﬁ7a} + Q(kg) { aﬁvf( )fﬁwfégp_

—

— Rapyp(X- B)(B - )05y — %(ﬁ'ﬁ(g)A-pA)fgwfﬁm}, (4.3.153)

sustituyendo los resultados anteriores para Png, ¥ Ragy, ¥ l0s valores de los tensores }A%Z
y FB€ dados por (4.3.136) y (4.3.120) obtenemos:

1 1

2

(hk)*Qup = m*{ QW) + 2O + 5Q0}. (4.3.154)
donde la primera contribucién es la solucién cldsica (2.5.141) y las correcciones vienen
dadas por:

3
maQSp) _ (7176) (ﬁ&”“rh;oﬁg?)ﬁ) + 7113 (po(l%)7 wa)(x *)wajL
2(X - 7) 2(A - p) o
+m—3p[§°> Fore = Wo'hy = 8h, t4(&'&)5 ap M (4.3.155)
2 b S(x- ) 1(X-@)(X- )
nk)® ~ m? S
m30?) — ( ) v R() " pLY . pMy ey, By 4
Qap ()\ _¢) 90 ()\ ] [3)( afy 'yﬁa)( B)f
3 3(Y. 7
m= (1) o M (A-B) 5 pb RO (F.5
+7Pﬁ7ﬂfﬁ7 a W{ fM f 7 aﬂw(ﬁ p)557} +
k)t - U,2hY — 4hY + 4(a-a
+ (_) ) (Fég)A ) pA)ffmfﬁva _ h;/o g g - 90 2 (a-a) Sap +
6(X - ) 8(X - d)
YA it O G R O 3}_
AX-@)(X-p) 4 3 2(A-7)
— — > —»2 « - — = et = o3
_2(p-p)2+(ﬁ-p) P i {(v p ., 0 a)_(v-ﬁ)}+
24(X - p)’ sy WX (Xa) (X5)
5(Y 3){fﬁ7pfvﬁa + fﬁvafvﬁp} (4.3.156)

48(X- @)(X - )
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Como exige el cumplimiento de (4.3.132), tanto Q&lp) como Q(O?p) son explicitamente
simétricos en o y p.

La conclusiéon fundamental de este capitulo es que los modelos split son integrables a
nivel cuantico, lo que queda garantizado la existencia de (al menos ) rank(G) densidades
conservadas de spin 2, y, por lo tanto, de otras tantas de spin —2 y de una densidad
conservada de spin 4 y otra de spin —4. Estas condiciones garantizan la integrabilidad
cuantica de cualquier teoria 1+1-dimensional y masiva, cuya matriz—S sea analitica, de
acuerdo con el argumento de Parke explicado en la introduccion de este capitulo.



Capitulo 5

Conclusiones.

En este trabajo hemos estudiado la integrabilidad clasica y cuantica y la clasificacién
de un conjunto de modelos que constituyen ejemplos particulares de las denominadas
teorias de Toda no abelianas. Tales teorias pueden ser caracterizadas mediante una
accion que se expresa como la suma de la acciéon de WZW y de una perturbacion dada
por un campo primario de esta CFT.

La construccion de las teorias de Toda no abelianas implica la eleccion de tres ele-
mentos: un algebra de Lie g, un automorfismo o que induce en g una gradacién tal que
el campo de la teoria toma valores en el grupo asociado a la subélgebra invariante bajo
o y dos elementos semisimples constantes Ay, que toman valores en los subespacios g
Y gn—k, siendo k cierto entero positivo comprendido entre 0 y N — 1, y N el orden del
automorfismo o. En principio, cualquier eleccién de {g,o, AL} tiene perfecto sentido,
pero si deseamos estudiar modelos cuya accién sea real y positiva deberemos tomar una
forma real del grupo Gy en el cual toma valores el campo h(zx,t) y, en particular, salvo
que Gy sea abeliano, dicha forma real debe ser la forma real compacta si queremos ase-
gurarnos de que la energia cinética tenga signo definido. Ademads nos interesan modelos
puramente masivos, es decir, que admitan una descripcién en términos de la matriz—S.

Cuando se imponen todas estas condiciones se observa que existen tnicamente dos
familias de teorias de Toda no abelianas que las satisfacen. Estos dos tipos de teorias son
los modelos Homogéneos de sine-Gordon (HSG) y los modelos de sine—Gordon asociados
a Espacios Simétricos (SSSG).

Las teorias HSG corresponden al automorfismo identidad y, por lo tanto, ¢ = gy
y AL € go. En este caso AL son necesariamente elementos regulares de go, lo cual
significa que Ker(adA)|, = CSA. Las teorias HSG describen perturbaciones de teorias
parafermidnicas asociadas con cosets de la forma Go/U(1)" donde r, es la dimensién de
la CSA.

Por su parte, los modelos SSSG corresponden a automorfismos involutivos o2 = I
de g, bajo los cuales g = gg ® g;. Como primera clasificaciéon de los modelos SSSG se
distingue entre los de tipo I y los de tipo II, aunque en este trabajo s6lo nos hemos
interesado por los de tipo I, para los cuales g es un dlgebra de Lie real, compacta, finita
y simple.

Para estos modelos AL € ¢g; y ya no estdn obligados a ser elementos regulares de g.
Si lo son, se verificard, como en el caso de los modelos HSG, que Ker(adA)|, = CSA,
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pero, dentro de esta posibilidad, puede que la CSA esté contenida totalmente en el
subconjunto g; de g o que tenga parte en g, y parte en go. Si se da la primera de
estas dos situaciones los modelos resultantes son los que hemos denominado Modelos
Split los cuales se caracterizan por ser perturbaciones masivas del modelo de WZW
correspondiente al grupo GY.

Repasada esta clasificacién pasamos ya a enumerar las principales conclusiones de
esta tesina:

e Tras haber hecho una descripcion detallada de las caracteristicas generales de los
modelos SSSG, en funcion de la naturaleza regular 6 no regular de los elementos AL,

hemos centrado nuestro interés en un subgrupo de éstos, al que hemos denominado
“Modelos Split”.

Los modelos split se definen como el conjunto de modelos SSSG de tipo I asociados
con elementos A4 regulares correspondientes a los espacios simétricos compactos
G /Gy de rango maximal, es decir, aquellos cuyo rango coincide con el rango del
grupo GG y que son los que se presentan en la siguiente tabla:

| | G/Gy | rango(G/Gy) | dimensién(G/Gy) |
Al SU(n)/SO(n) n—1 s(n—1)(n+2)
BD I S0O(2n)/SO(n) x SO(n) n n?
BDI | SO(2n+1)/SO(n) x SO(n+1) n n(n+1)
CI Sp(n)/U(n) n n(n+1)
EI Es/Sp(4) 6 2
EV E./SU(®) 7 70
E VIII Bs/SO(16) 8 128
F1 F1/Sp(3) x SU2) 1 23
G Gy/SU(2) x SU(2) 2 8

Tabla 5.1: Espacios simétricos que dan lugar a Modelos Split.

Estos modelos se caracterizan por ser perturbaciones masivas del modelo de WZW
correspondiente al grupo GYy.

e Hemos encontrado el espectro de particulas fundamentales correspondiente a los
modelos split. Este se caracteriza por la existencia de una particula fundamental
descrita por un campo real por cada raiz positiva @ de g. La masa de esta particula
es:

m2 =4m?(a@- Ay) (@ - AL), (5.0.1)
siendo A_ = th,hO.

e Hemos construido algunas de las soluciones solitonicas correspondientes a los mo-
delos split mediante el “embedding” de solitones tipo sine-Gordon en Gj.
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Al igual que las particulas fundamentales de la teoria, los solitones asi construidos
estdn asociados con las raices positivas de g. En particular, por cada una de
estas raices hemos encontrado un espectro de solitones correspondientes al solitén,
antisoliton y “breathers” del modelo de sine-Gordon ordinario.

Desde un punto de vista topoldgico, las soluciones solitonicas obtenidas para los
modelos split estdn asociadas con campos h(z,t) cuyo comportamiento asintético
(cuando x — 400 ) es h(£o00,t) = hi € My, siendo M, el conjunto de vacios de
la teorfa, el cual es un grupo discreto y abeliano, y hi dos elementos fijos de este
conjunto.

Por lo tanto, los campos h(x,t) soliténicos representan trayectorias en Gy que
conectan dos vacios de la teoria. Estos vacios son diferentes para el solitéon y
antisoliton, coincidiendo para los “breathers”.

De acuerdo con lo anterior, es posible asignar a los solitones construidos una carga
topologica definida como:

h(—o0, t)h(+00,t) € My, (5.0.2)

la cual resulta coincidir para un solitén y un antisolitén correspondientes a la
misma raiz a.

Sin embargo, la caracterizaciéon anterior es incompleta pues si m(Gp) es el grupo
fundamental de homotopia de G sabemos que si 71 (Gy) # {0} no todas las trayec-
torias en GGy que conectan dos puntos de dicho grupo son homotépicamente equi-
valentes sino que existen tantas clases de homotopia o tipos de trayectorias no
equivalentes como elementos en el grupo m(Gy). Asi pues, cada uno de los soli-
tones construidos lleva asociada, no sélo una carga topoldgica del tipo (5.0.2), sino
también una clase de homotopia de 71 (Gy). En particular, el solitén y antisolitén
correspondientes a una misma raiz @ podrian ser diferenciados sélo si 71 (Gy) # {0},
pues sus cargas topoldgicas (5.0.2) coinciden.

Hemos llevado a cabo una clasificacién de los modelos split, determinando las di-
mensiones conformes de las perturbaciones. Para ello nos hemos basado en la corre-
spondencia existente entre automorfismos involutivos de g y espacios simétricos de
tipo I, entre los cuales estan los de rango maximal correspondientes a los modelos
split.

Finalmente, hemos estudiado la integrabilidad cuantica de los modelos split basandonos
fundamentalmente en dos resultados:

— El argumento presentado por Parke en [13], segiin el cual la integrabilidad
cuantica de cualquier teoria masiva con matriz—S analitica en 141 dimensiones
queda asegurada si se comprueba la existencia de al menos dos densidades
conservadas de spin superior diferente tanto en médulo como en signo.

— El método de Zamolodchikov [20], que permite determinar cudles de las in-
finitas densidades conservadas existentes en una CFT lo siguen siendo cuando



108

Capitulo 5. Conclusiones.

la teoria es perturbada mediante un campo primario de la propia CFT. Tal
construccién asume aceptar una serie de condiciones como son que el con-
junto de campos de la teoria perturbada coincide con el de la teoria original
y se simplifica especialmente si se consideran teorias super-renormalizables a
primer orden.

Utilizando estos dos resultados, hemos comprobado la existencia de, al menos,
rank(g) densidades conservadas de spin +2 y de una densidad conservada de spin
4 y otra de spin —4, que resultan de la renormalizacion de las correspondientes
densidades conservadas clasicamente del mismo spin que también hemos obtenido.

De acuerdo con el argumento de Parke, estos resultados permiten concluir que los
modelos split son también integrables cuanticamente.



Apéndice A

Modelo de Wess—Zumino—Witten.

En este apéndice presentamos los aspectos mas relevantes del modelo de Wess—
Zumino-Witten (WZW), es decir, de la CFT a partir de la cual, mediante una pertur-
bacion relevante, hemos construido los modelos SSSG, cuyo estudio ha sido el objeto de
este trabajo.

La accion del modelo bidimensional de WZW tiene la forma:

1 _ _ 1
Swaw = —533 /dtdx(h, 0Bl 9un) + 5Tln) (A.0.1)
donde h(z,t) toma valores en cualquier grupo simple y conectado G, y (¢, ) son coorde-
nadas en el espacio Euclideo bidimensional. A\? y 1/53% son constantes de acoplamiento
adimensionales y, como podemos ver, para ﬁ% =0, la accién (A.0.1) se reduce a la accién
del modelo o que, como es bien sabido, es asintéticamente libre y efectivamente masivo.

El término T'[h] esta dado por el funcional

1

127
siendo B un disco tridimensional de coordenadas (t, z,y) cuya frontera se identifica con
el espacio euclideo bidimensional, (¢, ).

r[h] = /B dtdwdye®® (h 9, h|h~'95hh~'07h), (A.0.2)

El funcional I'[h] representa una contribucién no convencional a la accidon, pues esta
dado por una integral tridimensional y no bidimensional. Para entender en qué senti-
do T'[h] es una accién lagrangiana ordinaria debemos interpretarlo del siguiente modo;
supongamos que, por continuacién analitica, interpretamos el espacio euclideo bidimen-
sional como una esfera S%. Un campo h(z,t) es una aplicacién de esta esfera S? en el
grupo de Lie G. Es decir:

h(z,t): S* = G. (A.0.3)

Dado que el grupo de homotopia I13(G) = 0 (ver [38]) para todos los grupos de Lie G
simples y complejos', la aplicacién (A.0.3) puede ser extendida a otra aplicacién

h(y,z,t): B — G con 0B = S?% (A.0.4)

'El grupo de homotopfa I, (G) estd formado precisamente por las clases de homotopia de aplicaciones
de la forma (A.0.3).
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siendo B un disco tridimensional con coordenadas (y, x, t) cuya frontera OB es el espacio
euclideo. La aplicacién h(y, x,t) se reduce a h(zx,t) en la frontera de B.

Sin embargo, la elecciéon de B no es tunica, puesto que puede existir otro disco B’
cuya frontera sea también S?. En la figura siguiente vemos un ejemplo de esto, en una
dimension inferior, lo cual nos permite hacer una representacion grafica de lo que sucede.

@ (b) ©

Figura A.1: (a) Orbita v de una particula en una esfera S*. (b) Disco D cuya frontera es
v. (c) Disco D' cuya frontera es y y tal que D + D' = S2.

La figura (a) representa una orbita cerrada v que puede ser la érbita de una particula
en una esfera S?. Puesto que I1;(S?) = 0, el circulo v en S? es la frontera de un disco
D, que se representa en la figura (b), pero también lo es del disco D', que se representa
en (c).

Supongamos que deseamos incluir en una integral de camino de Feynman un término
del tipo €'f’, siendo P una integral sobre el disco D de la forma:

P = / W A5, (A.0.5)
D

donde wy, es una dos—forma en S? y dX* el elemento de superficie en S2. Si e’ es un
término incluido en una integral funcional ha de ser univaluado, es decir, ha de tomar
el mismo valor si la integral se realiza en D que si se realiza en D'. Pero la érbita ~
estd orientada en sentidos opuestos en cada uno de estos casos, lo cual significa que si
la integral se realiza en D’ el elemento de superficie dX* cambia su signo. Esto nos
conduce a la condicién

. v
ez fD+D= Wy dY

=1= W, dX" = 21, (A.0.6)
D+D>

es decir, la integral P ha de satisfacer una condicién de cuantizacion que es exactamente
la condicion de cuantizacion de Dirac para el producto de las cargas eléctrica y magnética
si consideramos la 6rbita v como la trayectoria de una particula cargada que interacciona
con un monopolo magnético situado en el centro de la esfera y la dos—forma w,, es
proporcional al tensor de Campo Electromagnético F),,, mediante la carga eléctrica de
dicha particula.

Volvamos ahora a nuestro caso. La érbita v es ahora el espacio euclideo, compactifi-
cado en una esfera S? y la esfera S? del ejemplo anterior es ahora un grupo de Lie simple
y conectado GG. La situacién es totalmente andloga. Tenemos diferentes posibilidades a
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la hora de elegir un disco tridimensional B cuya frontera sea S? y, al igual que en el caso
anterior, podemos considerar dos posibilidades B y B’ tales que B + B’ = 53,

. Swzw . , . . .
La exponencial e %  debe ser univaluada en Mecanica Cudntica y, en particular,

también debe serlo la parte que contiene a la accién lagrangiana (A.0.2), por lo tanto:

il[h]

e #? |B—|—B’:S3 =1 (AO?)
condicién que implica:
1
afy(p—1 -1 “1o7 = 2n/. A.0.
71%52/53 dtdzdye™® (b~ 0,h|h ' 9shh ' Th) = 21 (A.0.8)
Ahora bien, se verifica
1
. aBy(p—1 -1 “197p) — afy
127r/53dtdxdye (h0uh|h10shhL07h) —/Sgwade , (A.0.9)

donde wqp, es la unica tres—forma invariante quiral definida en la variedad asociada con
el grupo de Lie G y dX*57 representa el elemento de superficie en S®, andlogamente a
(A.0.5). La tres—forma wqg, tiene la particularidad de que, para G simple y compacto
puede ser normalizada de tal modo que se verifique:

iy /4
afy _
/Sgwade -5 (A.0.10)

siendo \Ilg el cuadrado de una raiz larga del algebra g.
Por lo tanto, si se verifica (A.0.10) la condicién de cuantizacién (A.0.8) se traduce en la
siguiente condicién de cuantizacién sobre la constante de acoplamiento [3:

— =Tk kel A.0.11

/82 2 ) Y ( )
siendo k lo que se denomina nivel de la representacién del dlgebra de Kac—Moody. Esta
condicién asegura la independencia de la accién (A.0.13) con respecto a la normalizacién
de la forma bilineal, de acuerdo con el resultado (2.4.52), obtenido en el capitulo 2.
Habitualmente se elige \Ilg = 2, de modo que, a nivel cudntico 1/3? toma valores enteros.

Volvamos ahora a la cuestién inicial, jen qué sentido es I'[h| una accién lagrangiana
ordinaria?. La respuesta es que es posible demostrar que localmente (en el espacio
de campos) T'[h] puede ser escrito como una integral sobre el espacio—tiempo de un
Lagrangiano ordinario que no es invariante quiral pero que, bajo una transformacion
quiral cambia en una divergencia total (veremos en la siguiente seccién que la accién del
modelo de Wess—Zumino-Witten presenta una simetria quiral cuyas corrientes Noether
asociadas satisfacen el dlgebra de Kac-Moody de nivel k).

El grupo de renormalizaciéon posee un punto fijo estable en el limite infrarojo corres-
pondiente a:

N = 47, (A.0.12)
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de modo que la teoria efectiva es no masiva y su comportamiento a largas distancias
viene dado por la accién (A.0.1), eliminando A\? en términos de 8 segiin (A.0.12), es
decir:

Swawlh] = %{%/dtdm(h_laﬁ‘hm_l@h) + F[h]}. (A.0.13)

A.1 Propiedades del modelo de WZW.

La propiedad mas importante de la accién (A.0.13), es su invariancia con respecto al
algebra de corrientes de Kac—Moody, de dimensién infinita y nivel k. La accién (A.0.13)
es invariante bajo las transformaciones

g Q(2)h(z,2)Q(2), (A.1.14)
donde 2(z) y Q(z) son matrices arbitrarias que toman valores en Gy que dependen
analiticamente de las coordenadas complejas z, z respectivamente.

El contenido en campos, dimensiones anémalas de estos campos y ecuaciones para
las funciones de correlacién pueden verse en detalle en [7].

La simetria de dimension infinita (A.1.14) del modelo de WZW estd generada por
las corrientes locales

1 4 - - 1 a
= J% = —— = J%* = —— Al
J = J% 0E ohh , J = J% 4B2h oh, ( 5)
que satisfacen las ecuaciones: B B
0J = 0J = 0. (A.1.16)

Las expresiones (A.1.15) de las corrientes en términos del campo h son caracteristicas
del modelo de Wess—Zumino-Witten y, a nivel cuantico, producen las siguientes rela-
ciones

h(k + hy)oh(z,2) = (J*(2)t"h(z, %)), (A.1.17)
h(k + h;/)gh(z,i) = (J2)t*h(z, 2)). (A.1.18)
donde los paréntesis () indican ordenacién normal, tal y como ésta se define en el
apéndice B. )
Las corrientes .J y .J satisfacen las siguientes OPE’s%:
k(sab fabc JC(Z)

2

J(w)J(2) = (A.1.19)

(w—27  (w-2)

donde £ son las constantes de estructura del dlgebra de Lie g generada por elementos
t* antihermiticos que cumplen:
[t "] = fobete. (A.1.20)

Dado que la teoria tiene invariancia conforme el tensor energia-momento tiene traza nula
y s6lo dos componentes independientes T'(z) y T'(Z) que verifican las siguientes OPE’s:

c/2 2T (z) 0T (z)
(w — 2)4 (w — 2)° (w—z)

2Los puntos suspensivos en estas OPE’s indican términos regulares.

T(w)T(z) = - (A.1.21)
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J(2) 0J%(2)

T(w)J(z) = e A.1.22
W)IC) = ¢ (2122
donde c es la carga central que viene dada por
kdim(G)
G, k) = ————. A.1.23
CWZW( Y ) k _|_ h;/ ( )

Todas estas OPE’s son propias de cualquier CFT aunque la forma de la carga central
(A.1.23) es caracteristica de este modelo.

Sea F el espacio de campos mutuamente locales de la teorfa. Para todo F(z,2) € F
definimos la accién de los operadores J?, actuando en F,

JOF(2,7) = 7{ 0y~ I (w) F (2, 7). (A.1.24)

27

Como se sigue de (A.1.19), los operadores J? satisfacen el dlgebra de Kac-Moody de G
para nivel k:

1
[J2,J0 ] = f“”CJf:;er + §kn5“b5n+m,0. (A.1.25)
Las componentes independientes del tensor energia—momento tienen la siguiente forma
en términos de las corrientes,
B -1
W2(k + hy)
_ -1 - -
T(2) = 37— %),
W2(k + hy)
esta forma se corresponde precisamente con la construccién de Sugawara [21] para el
tensor energia—momento.
Asimismo podemos definir la accién de los generadores de Virasoro, L,,, que satisfacen
el algebra

T(z) (J°J%), (A.1.26)

(A.1.27)

[Ly Ln] = (1 — m) Ly + 1_c2(n3 — 1B, (A.1.28)
sobre el espacio F,
d
LoF(z,73) = 7{ 2—“;,(10 )T (w)F (2, 7). (A.1.29)
z LT

Los generadores de Virasoro admiten una expresion en términos de los de Kac-Moody

de la forma: .

B \Ilg(k + h;/)
utilizando de nuevo la prescripciéon de orden normal que se presenta en el siguiente
apéndice.

Asimismo los generadores de Virasoro y Kac-Moody tienen el siguiente conmutador:

[J%, L] = mJ%,,. (A.1.31)

Para una descripcién méas detallada del modelo de WZW se puede consultar [7, 8,
9]. También puede encontrarse informacién sobre este modelo y, en general, sobre las
propiedades generales de las CFT’s en [10] y finalmente, en [21], el modelo de WZW
aparece en el marco de una revision exhaustiva de la conexién entre algebras de Kac—
Moody y Virasoro con la Fisica Cudantica.

L. (JeJe), | (A.1.30)
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Apéndice B

Orden normal y relaciones entre
OPE’s.

En este apéndice presentamos un resumen con los principales resultados referentes a
las OPE’s que ha sido necesario calcular en el capitulo 4. En primer lugar introduciremos
la definiciéon de orden normal que se ha utilizado en este trabajo, que es la misma que
se utiliza en [27], para luego seguir con una serie de resultados que han sido importantes
para la obtencion de las densidades conservadas de spines 2 y 4.

B.1 Prescripcion de orden normal.

El producto ordenado normalmente de dos operadores A(z) y B(w) tomados en
puntos coincidentes se define como:

1 dz
ABzz—_?[ A(x)B(2). B.1.1
(AB)() = 3 f 5= 5 A@BE) (B.L1)

El contorno en torno a z se interpreta como la diferencia entre dos contornos |z| > |z|
v |z| > |z| y esto equivale a establecer la siguiente relacién entre coeficientes de la
expansiéon en modos de los operadores:

(AB), = Y A,B.p+ > Bn A, (B.1.2)

p<—Ay p>—A,u

donde A4 y Ap son las dimensiones conformes de los campos A(z) y B(w) y se verifican
las relaciones
ARy = Y 244, B(z) = Y "B, (B.1.3)
Si escribimos la OPE entre los operadores A(z) y B(w) tomados en diferentes puntos
1
como

A(z)B(w) = Zw + {AB}y(w) + -, (B.1.4)

>0 ( w)"

'En cualquier OPE los puntos suspensivos indican términos regulares de orden (z — w) 6 superior.
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y, por lo tanto, comparando con (B.1.1), llegamos a la siguiente igualdad:
(AB)(2) = {AB}(2), (B.L.5)

de modo que la definicién (B.1.1) para el orden normal de dos operadores es realmente
la més natural.

B.2 Densidades conservadas de spin 2.

La forma general de las densidades de spin 2 era:
Das(J*J%)(2), con Dug = Dg,. (B.2.6)

La OPE de estas densidades con el campo primario es:

B’ Dop®(w, w)t*t?  —2hDys(J*®(w, w))t?

Do (J*JP)(2)®(w, w) = +--+, (B2.7
)R, w) = S — (B.2.7
donde ®(w,w) = (A_, P) y, en la representacién adjunta,
* tﬁ o -t’y(I)(w, ’lD) = < [ o [ [A—a ta]a tﬂ]a Y t7]7 P> (B28)
Otro resultado que también se ha utilizado es el siguiente:
(J*TP) = (JPJ*) + o197, (B.2.9)

B.3 Densidades conservadas de spin 4.

Para el caso de spin 4 la OPE entre densidades y campo primario es més complicada,
apareciendo polos hasta de orden 4. En esta seccién presentaremos la forma exacta de
esta OPE asi como los argumentos que nos han permitido determinar la forma general
que han de tener las densidades de spin 4.

B.3.1 OPE’s entre las densidades de spin 4 y el campo pri-
mario.

El resultado de la OPE entre la densidad de spin 4 genérica I,(z) dada por (4.3.78),
y un campo primario ®(w, w) es el siguiente:

1. Polo de primer orden:

14(2)®(w, w)|p) = —Raﬁw{élh(JO‘(Jﬁ(ﬁ@(w,w))))t" + 6R*(J*(JPOD (w, W)t +
+213(J0*® (w, w))tP 17t — 6h°O(J*(JP®(w, w)))t"t’ — 4h>O(J*OD (w, w))tPt7t? +
21302 (J® (w, 0) P — B0 D(w, D)t} — Pagy {25(J*(2T7®(w, )))t +

+h(J(JP 0P (w, )))t7 + R3(0J70®(w, w))t " + h*(J*0*®(w, w))tP T —
—h20(0.J7®(w, w))t*t? — hA(J*(JP®(w,w)))t” — 2h*(JP 0D (w, w))t*t” +
+R20? (J®(w, ))W} — 22Qap (0T D (w, w))t’ (B.3.10)
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2. Polo de segundo orden:

Ii(2)®(w, 0|y = Raﬂw{ﬁﬁ(ﬁ(ﬁ@(w,w)))mﬂ + 4R (J*0D (w, w)) PP +
+0(JB(w, D)} + Pagy {R(T*(J®(w, )" + h*(.J7®(w,w))t*t” +
+2h2(J*0® (w, w))t°t" — 2h°0(J®(w, w))tﬂﬂ} — 2hQ 45 (0J*®(w, w))t?(B.3.11)

3. Polo de tercer orden:

Ii(2)®(w, )|z = —4h° Ragyp(J®(w, @)t — 2% Pog, (J*®(w, @))t7t" —
—2hQ s (J*®(w, w))t’. (B.3.12)

4. Polo de cuarto orden:

14(2)®(w, )|y = A Rupy,®(w, 0)t* 1117 + B Pop, ®(w, 0)t" 717 +
+207Qap @ (w, w)t*10. (B.3.13)

B.3.2 Forma general de las densidades ;.

Ademas de la OPE anterior hemos utilizado otras relaciones que son de interés. De
hecho, la eleccién de la forma mds general que podian tener las densidades conservadas
de spin 4 se ha basado en una serie de consideraciones que ya explicamos brevemente en
el capitulo 4 y que ahora podremos entender mejor estudiando una serie de relaciones
entre ordenaciones normales.

Recordemos que en el capitulo 4 hemos trabajado con densidades de spin 4 de la
forma:

I4(2) = Rapop(J*(J(T7J?))) + Pagy(J*(J7(D7)) + Qas(J*0? %),  (B.3.14)

donde R,s,, ¥ Qup eran tensores totalmente simétricos y el tensor P,g, satisfacia las
siguientes dos condiciones:

Papy = Psayy, Y Papy + Pyga + Poyg = 0. (B.3.15)

Pasemos entonces a analizar cada una de estas condiciones separadamente:

e R.3,, totalmente simétrico.

La elecciéon de R,s-, como un tensor totalmente simétrico se justifica debido, entre otras,
a las siguientes relaciones:

(JTVIPTP) = (TE(IP(TTT9))) = BT (TP0T¢)) +

2
+%fﬁvffpsé(,]a32ﬁ), (B.3.16)
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(JOTIPT7)) = (JUIPITP) = hfPE (7 (JP0T%)) +
+%2faﬁ€fp£5(J732J5) + %Qfaﬁﬁf7§5(Jp32J5) +
+h LT (TP 06) — R0 0TE) | —
_%Bfaﬁﬁfvéﬂfpwyﬁ' (B.3.17)
Estas dos relaciones son ejemplos de que cualquier cambio en la ordenacion de las co-
rrientes que aparecen en el producto ordenado normalmente (J?(J*(.J?.J7))), produce

términos de orden inferior, es decir, del tipo (J(J8J)) y (JO?J) que se absorberian
mediante redefiniciones de los tensores Py, y Qap-

e P,s, simétrico en «, f3.

Los argumentos que justifican que Py, sea totalmente simétrico en sus dos primeros
indices son del mismo tipo que los del apartado anterior y se basan en la siguiente
igualdad:

2
(JE(T*0J7)) = (J(JPDIY)) — RfPE(0J70T%) + % foBEfrergd e, (B.3.18)

es decir, cambios de orden en las dos primeras corrientes de (J%(J?0J7)) generan
términos del tipo 0J0.J que podrian reabsorberse en una redefinicién de QQ,s. El elegir
P,s, simétrico en sus dos primeros indices supone eliminar este tipo de términos.

e (),s totalmente simétrico.

Por motivos totalmente andlogos a los anteriores hemos elegido un tensor Qs to-
talmente simétrico. La siguiente igualdad nos permite entender dicha eleccién,

(JPO?JY) = (0*J%JP) — gfaﬁva?*ﬂ (B.3.19)

Ademads, no aparecen en las densidades conservadas términos del tipo (0J9J) 6
(0?JJ) porque realmente puede demostrarse que, salvo derivadas totales, pueden igualarse
a un término del tipo (JO*J). De hecho se verifica:

(0J%0.J°) = 8(J*0J%) — (J*9*JP), (B.3.20)

(9% J*J%) = 9(8J*JF) — (9J%0J") =
= 0*(J*J%) + (J*9*JP). (B.3.21)
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® Papy + Pyga + Poyp = 0.

Veamos finalmente cémo se deduce la propiedad P,s, + Pgyo + Pays = 0. Esta se
deriva partiendo de la siguiente igualdad:

Paﬂ’ya(JO‘(JfBJ’Y)) = Pam(aja(fé’fr)) + Paﬁy(Ja(aJ’B,]”)) n Paﬁy(Ja(Jﬁﬁ,]”)) _
= {Pag7 + 2Pa75}(JOé(JBaJ7)) + hPagvfMg(Ja(a?Jf) .
h2

_Fpamfaﬂéfvﬁpyjﬂ, (B.3.22)

donde hemos utilizado:

(JE(J0JY) = (BJ(J°(J)) — g{ fP(TP0? TP + faﬁf’(ﬁa?J”)} +

2
+%faﬂpf7p£a3jﬁ, (B.3.23)
junto con,
(J(J0J%)) = (J*0J°J")) — g A g26%.7°). (B.3.24)

Pero (B.3.22) se puede escribir también del siguiente modo*:
{Pagy + 2Pays }(J*(JPDT7)) + hPapy(J*0*J?) f* = DT. (B.3.25)
Por otra parte, puede demostrarse que
(9*JJP) — (JP9?J*) = DT. (B.3.26)

Esta relacién, junto con (B.3.21) equivale a decir que podemos reescribir (B.3.25) del
siguiente modo:

K
{Pagy + 2Pars }(J*(JP0.7)) + §(J°‘32J”){Pamf’”” + Py, f7*} = DT, (B.3.27)

donde hemos tomado la parte simétrica en «, p en el segundo sumando del primer miem-
bro de la ecuacién (B.3.25), pues la parte antisimétrica, de acuerdo con (B.3.26) es una
derivada total que se suma al segundo miembro.

Otro modo de escribir la ecuacién (B.3.27) es el siguiente:

h
{Ragy+ Pars — Paya }(J%(J°0J7)) = DT — 5(JC*@QJP){Pcmfﬂw+1f>,,wffm}, (B.3.28)

donde,
RC%,B’Y = Lapy + P’yﬁa + Pa'yﬁ- (B329)

2Las iniciales DT significan “derivadas totales”.
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De este modo hemos introducido explicitamente en (B.3.27) la combinacién de tensores
que queremos demostrar que es nula. Nuestro objetivo serd precisamente probar que se
cumple lo siguiente:

Rup, (J*(JP0J7)) = DT, (B.3.30)

lo cual equivaldria a concluir que
R.3, = 0. (B.3.31)

Si nos fijamos en la ecuacién (B.3.28), vemos que demostrar (B.3.30) implica de-
mostrar la siguiente igualdad:

h

2
asi que nos concentraremos en esto.

El segundo sumando de la anterior igualdad puede escribirse también como:

(J*O*T*){ Pag [ + Ppar 7} + {Pays — Poa } (J*(J°0J7)) = DT,  (B.3.32)

{Pars = Pona { (J2(JP007)) = (JP(J20.07))}, (B.3.33)

puesto que P,,3 — P3, es totalmente antisimétrico en «, [.
Por otra parte se cumple:

h
(J(JPoTY)) — (JP(J*0J)) = -5 fEPE(T0? J¢) + DT, (B.3.34)
de manera que, podemos reescribir (B.3.33) como:
h
—5 (Pays = Paya) ()07 ) + DT, (B.3.35)

6, utilizando (B.3.26), como:

h
— 1 Pars = Pora) % + (Pags — Paca) [V }(707J%) + DT. (B-3.36)

Por lo tanto, (B.3.32) queda, después de todas estas manipulaciones como:

h (67 (67
_Z{(Pavﬂ — Pyya) "% + (Pags — Poea) [} ()07 J¢) +
h
+§(Ja82jp){Pa67 77 + Ppg, f7°} = DT, (B.3.37)
o bien, de forma mas compacta:
h o o
Z{(Paﬂ'y + Poap) [ = (Pgs + Pesn) f17°}(J°0*T) = DT. (B.3.38)

Pero, debido a la simetria en los dos primeros indices de F,s,, el primer miembro de la
anterior ecuacion es realmente nulo, puesto que

(Pagy + Pyap) 1% = (Pyes + Pes) 7% = 0. (B.3.39)
De este modo queda demostrado (B.3.31), es decir:

Pagfy + P,yag + Pfy/ga = 0. (B340)



Apéndice C

Caracteristicas de las algebras de
Lie finitas.

Las raices, coraices, sistema de raices y grupo de Weyl de un dlgebra afin pueden ser
expresados en términos de los correspondientes objetos que caracterizan al algebra de
Lie de dimension finita asociada.

En este apéndice daremos una construccion explicita para todos estos objetos y para
todas las algebras de Lie de dimension finita.

Sea IR" el espacio Euclideo con la base habitual #;, - - -, #, y la forma bilineal:

Todas las redes definidas a partir de ahora seran subredes de IR" con la forma bilineal
inherente ( - | - ). Asumiremos también que todos los indices son distintos.

Todos los resultados que a continuacion se presentan pueden encontrarse por ejemplo
en [33].

Denotaremos por @@ a la red de raices, por Q¥ a su dual, por A al sistema de raices
del &lgebra de Lie, por II al conjunto de raices simples, por 0 a la raiz larga y finalmente,
denotaremos por W al grupo de Weyl. Con esto pasamos ya a dar los resultados para
cada caso separadamente.

Ali
Q=Q" ={> kit e R"" | ky € Z,Y ki = 0}, (C.0.2)

C.0.3
C.0.4
C.0.5
C.0.6

A ={t — v}, con i, j=1,---,1+1,
II = {al =V — U,Qipg = Vg — U3, ", = U _UH—I};

—

0 =1, — Uy,

~—~~ o~
— — ~— —

W = {Todas las permutaciones de ;}.
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Q=Q" ={>kti e R | ki € Z,> k; € 22},
A= {:l:ﬁl :l:U]} con i7j:17"'7la
II={a =0 — v, -,01 = U1 — 0,0 = G- + U},

9:7714—172,

(C.0.7)

(C.0.8)
(C.0.9)
(C.0.10)

W = { Todas las permutaciones y numero par de cambios de signo de los 7; }.

Bli
Q={Ykiti e R |k € Z}, Q" = Q(Dy),
A = {+4+0;,£7}, con i,j=1,---,1,
H = {0_21 = '171 _'172,-..70_{},1 — ,Ulfl _ Ul,O_ZZ — 'Ul},
52 771 +172,

W = { Todas las permutaciones y cambios de signo de 7;} = Aut(Q).

Cli
Q= %Q(Dl), Q' = V2Q(B),
A = {%(ﬂiiﬁj), +V24;}, con i,j=1,---,1,
M= {a = iQ( L)y = %(l —a)a = Ve,
5 — \/5171,
W= W(B)
GQZ
Q= %Q(Aa), Q" = V3Q(4),

A = {—(771 — 77]),:*:—(171 + Uj — 217k)} con i,j,k = 1,2,3,

(C.0.11)

(C.0.12)

C.0.13
C.0.14
C.0.15
C.0.16

~—~~ ~ o~
~— N~ S~

(C.0.17)
(C.0.18)

(C.0.19)

(C.0.20)
(C.0.21)

(C.0.22)

(C.0.23)



II = {&1 = ﬁ(—vl + 2U2 — U3),CY2 = %(Ul — Ug)},
L1
9 — —(?71 —|— ?72 - 2?73),

V3

W = £{Todas las permutaciones de los #;} = Aut(Q).

F4§
1
Q:{Zkzmem4|kl€ZOk'Z€§+Z}, Qv:2Q’
— — N ]- - N = N
A = {:l:Ui,:*:'Ui:i:Uj,i(:t’Ul :*:Ug:l:?}g:l:’lj4)},
— — - N N = 5 R 5 1 . . . .
I ={ay = 0 — 05, dy = U3 — 0,05 = 04,0y = §(U1 — Uy — U3 — W4)},
0= Uy + U,
W = Aut(Q).
Egl

1
Q=Q" ={X kit e R | ks € Z ok € S+7%, ) k € 2ZL},

1
A = {7+, §(i171 + ¥y £ - - - £ @) (numero par de signos—)},

I ={a =0 — ¥s,0y = U3 — Uy,d3 = Ty — s,

Qly Us — Ve, 05 = Vg — V7,0 = U7 — Us,
— ]' — — — — — — —
Qr = 5(1]1—02—"'—7)74—7)8),&8:U7+U8}.

—

0 = ’171 + ’1727
W = Aut(Q).
E7I

1
Q:Qv:{ZkiﬁieR8|kieZokie§+z,zki:0},

1
A = {771 — 77]',5(:*:171 +... £ 178)(4 SigIIOS —)},
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(C.0.24)

(C.0.25)

(C.0.26)

(C.0.27)

(C.0.28)

(C.0.29)

(C.0.30)
(C.0.31)

(C.0.32)

(C.0.33)

(C.0.34)

(C.0.35)
(C.0.36)

(C.0.37)

(C.0.38)
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I ={a =0 — U0y = U3 — Uy,d3 = Uy — s,

Q4 = Us — Ug,005 = Vg — U7,00g = U7 — Us,

—_

ay = 5(—_’1 — Uy — Uy — Uy + U5 + Us + U7 + ¥s)}, (C.0.39)
0 =0 — 0, (C.0.40)
W = Aut(Q). (C.0.41)

Q= Q" = {kith +- +keiig + V2ksty € R |Vk; € Z
1
L L L. " L
A= {,Ui o ,Uj(ZL] S 6)75((617)1 + -+ 66'U6) :*:\/5’1)7)(&' = :|:1,
S e = 0), V2, (C.0.43)

_)27 0_22 = U2 — 7737 0_23 - ’173 - 7747 0_24 = 774 - 7757
— — — ]' — — — — — — —
a5 = Us — Ug = 5(—1)1 — Uy — Ty 4+ Ty + U5 + T + V20,)}, (C.0.44)

0 = V2, (C.0.45)
Wox {+1} = Aut(Q). (C.0.46)

Las bases de raices simples aqui presentadas con la forma bilineal (C.0.1), son tales
que la longitud de las raices largas es siempre v/2.



Apéndice D

Diagramas de Dynkin.

o o Opy n
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2 2 2 1
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0y O Oy Oy

1
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2 3
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Figura D.1: Diagramas de Dynkin de dlgebras de Lie finitas.
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1 1
(1
A =0
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Figura D.2: Diagramas de Dynkin de dlgebras de Lie afines “untwisted”.
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(2
A (KO
0o oy
@) 2 2 2 1
£ OO OO
(n>1) g, oy Olpg o,
1
Olp
1 2 2 1
(2)
A OO0
n>2) o 0Ol O3 Oln.g Oy
2 1 1 1 1
0. OO0
(n>1) g, oy Oy oy
E(g) 1 2 3 2 1
» O—O—C==0——~0
O o o, O Oy

(3) 1 2 1
o O—O=0
O oy ol

Figura D.3: Diagramas de Dynkin de dlgebras de Lie afines “twisted”, ¢\, r = 2,3.
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