
1. (Hong Kong TST 2016, 1.4 )
q = 2 � íå ïîäõîäèò, çíà÷èò, q � íå÷¼òíîå.
2mp2 + 1 = q7 ⇔ 2mp2 = (q − 1)(q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + q + 1) = (q − 1)f(q). Âòîðàÿ ñêîáêà ñïðàâà
íå÷¼òíà, òàê êàê q � íå÷¼òíî. Çíà÷èò, q − 1 äåëèòñÿ íà 2m.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî q−1

2m f(q) = p2. Òàê êàê p � ïðîñòîå, ó íàñ èìååòñÿ òðè ñëó÷àÿ: ( q−12m , f(q)) ∈
{(1, p2), (p, p), (p2, 1)}. Íî èçâåñòíî, ÷òî f(q) > q−1

2m , çíà÷èò, q−1
2m = 1 è f(q) = p2. Ïîëó÷àåì, ÷òî

q = 2m + 1. Ïîäñòàâëÿÿ â f(q): f(q) = 2mk + 7, äëÿ êàêîãî-òî íàòóðàëüíîãî k.
Åñëè m > 1, òîãäà f(p) mod 4 = 3, à p2 mod 4 = 0, 1. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, m = 1 è q = 3. Ïðîâåðÿåì: p2 = f(3) = 1093, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
Èòîãî: òàêèõ p, q,m íå ñóùåñòâóåò.
2. (IMC 1999, 2.1 )
0 = (x + y)2 = x2 + xy + yx + y2 = 0 + xy + yx + 0. Òîãäà xy = −yx. Ïðèìåíÿåì ýòó ïåðåñòàíîâêó 3
ðàçà ê abc: abc = −bac = bca = −abc.
3. (IMC 1999, 2.3 )

Çàìåíèì, xi íà ai− 1 è ai ≥ 0. Òîãäà èçâåñòíî, ÷òî 0 =
n∑
i=1

(ai− 1)3 =
n∑
i=1

a3i − 3
n∑
i=1

a2i + 3
n∑
i=1

ai−n = 0.

Ñåé÷àñ ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî:
n∑
i=1

(ai − 1) ≤ n
3 ⇔

n∑
i=1

ai ≤ 4n
3 .

Âûðàæàÿ n èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà, ìû õîòèì äîêàçàòü: 3
n∑
i=1

ai ≤ 4n = 4
n∑
i=1

a3i − 12
n∑
i=1

a2i + 12
n∑
i=1

ai.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî:
n∑
i=1

ai(2ai − 3)2 ≥ 0.

4. (Croatia TST 2016 )
Åñëè p = q, òî p2 − p− 1 = 2p + 3⇔ p2 − 3p− 4. Íå èìååò õîðîøèõ ðåøåíèé.
Òîãäà p 6= q, à, çíà÷èò, 2q + 3 äåëèòñÿ íà p. Ïóñòü 2q + 3 = kp äëÿ êàêîãî-òî k. Òîãäà óðàâíåíèå
ýêâèâàëåíòíî: p(p2 − p− 1) = kp−3

2 kp⇔ 2(p2 − p− 1) = k(kp− 3)⇔ 2p2 − (k2 + 2)p + (3k − 2) = 0
Òàê êàê p � öåëîå, òî äèñêðèìèíàíò ïîñëåäíåãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî p òîæå äîë-
æåí áûòü öåëûì. ∆ = (k2 + 2)2 − 8(3k − 2).
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè k ≥ 11 äèñêðèìèíàíò ëåæèò ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè êâàä-
ðàòàìè (k2 + 1)2 < ∆ < (k2 + 2)2, à, çíà÷èò, íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì.
Ïðîâåðÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå k ≤ 10, ïîëó÷àåì îòâåò ïðè k = 5: (p, q) = (13, 31).
5. (Japan MO 2016 Q1 )
Óòâåðæäåíèå: Ëþáîå 1 < m < p âíîñèò âêëàä òîëüêî â îäíî a1, . . . , ap−1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â ak, ãäå k ≥ m, m âíîñèòü íè÷åãî íå ìîæåò ïî óñëîâèþ. Ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî a1, . . . , am−1.
Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñëà èç óñëîâèÿ: p+1, 2p+1, . . . , (m−1)p+1. Òàê êàê ÍÎÄ(m, p) =
1, òî òîëüêî îäíî èç íèõ ìîæåò äåëèòüñÿ íà m.

Èòîãî, êàæäîå m âíîñèò âêëàä òîëüêî â îäíî èç ai, òî åñòü ðîâíî 1 â èòîãîâóþ ñóììó. Çíà÷èò,
a1 + a2 + . . . + ap−1 = p− 2.
6. (Miklos Schweitzer 2015, P4 )
Òåîðåìà Ñèëüâåñòðà. Ïðîèçâåäåíèå k ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë áîëüøå k äåëèòñÿ íà ïðîñòîå áîëüøå
k.

Ïóñòü p1, p2, . . . , pn, . . .� ïðîñòûå ÷èñëà. Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
apk+1, . . . , apk+1

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé pk + 1, . . . , pk+1.
Áàçà. a1 = 1. Íàéä¼ì a2. Îòìåòèì, ÷òî a2 íå äîëæíî èìåòü îñòàòîê 1 ïî ëþáîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ
p, èíà÷å, íàáîð {a1, . . . , ap} áóäåò èìåòü äâà åäèíè÷íûõ îñòàòêà. Çíà÷èò, a2 − 1 íå äîëæíî äåëèòüñÿ
íè íà îäíî ïðîñòîå, òî åñòü a2 − 1 = 1, çíà÷èò, a2 = 2.
Àíàëîãè÷íî, ñ a3: a3 íå äîëæíî èìåòü îñòàòêà 1 è îñòàòêà 2 ïî ìîäóëþ ëþáîãî ïðîñòîãî p > 2. Òî
åñòü a3 − 1 è a3 − 2 ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè. Òàêîå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè a3 = 3.
Ïåðåõîä. Ìû õîòèì äîêàçàòü äëÿ èíäåêñîâ pk + 1, . . . , pk+1. Ðàññìîòðèì, am ñ pk + 1 ≤ m ≤
pk+1. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç Áàçû: am − a1, am − a2, . . . , am − apk íå äîëæíû äåëèòüñÿ íà
ïðîñòîå áîëüøå èëè ðàâíîå pk+1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè {a1, . . . , apk} ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé
{1, 2, . . . , pk}. Çíà÷èò, am− 1, am− 2, . . . , am− pk íå äîëæíû äåëèòüñÿ íà ïðîñòîå áîëüøå èëè ðàâíîå
pk+1, èíà÷å, äëÿ ýòîãî ïðîñòîãî áóäåò äâà îäèíàêîâûõ îñòàòêà.
Ïóñòü am > pk+1. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷à:

1. am ≤ pk + pk+1. Òîãäà êàêîå-òî èç am − 1, . . . , am − pk äåëèòñÿ íà pk+1.

2. am > pk + pk+1. Òîãäà âñå am − 1, . . . , am − pk áîëüøå pk, è ïî òåîðåìå Ñèëüâåñòðà êàêîå-òî èç
÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðîñòîå áîëüøåå pk.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî pk < am ≤ pk+1. Çíà÷èò, apk+1, . . . , apk+1
ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé pk + 1, . . . , pk+1.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî a1, . . . , apk ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé 1, . . . , pk äëÿ ëþáîãî k. Èç òåîðèè

÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî lim
k→∞

pk+1−pk
pk

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

an
n = 1.

7. (artofproblemsolving.com)
Ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà, åñëè âèäèøü abc = 1: a = x

y , b = y
z , c = z

x .

Ïîäñòàâëÿåì: xz + y
x + z

y ≤
xy
z2

+ yz
x2

+ zx
y2
⇔ x3y2z + xy3z2 + x2yz3 ≤ x3y3 + y3z3 + z3x3.

Ëåãêî ñîáèðàåòñÿ èç òð¼õ íåðàâåíñòâ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ/ñðåäíèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ:
x3y3 + x3y3 + z3x3 ≥ 3x3y2z
y3z3 + y3z3 + x3y3 ≥ 3xy3z2

z3x3 + z3x3 + z3y3 ≥ 3x2yz3

8. (IMC 2003, 1.4 )
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = 1, òàê êàê èíà÷å ïîäåëèì íà èõ îáùèé äåëèòåëü. Äàëåå ðàññìîòðèì
ýëåìåíò 1. Îí íàõîäèòñÿ ëèáî â A, ëèáî â B. Çíà÷èò, ëèáî a äåëèòñÿ íà b, ëèáî íàîáîðîò. Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî ïðè (a, b) = (1, n) èëè (a, b) = (n, 1). Ïðè òàêîì óñëîâèè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (a, b) = (1, n). Ïóñòü f(k) � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü n, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ
k. Òîãäà: A = {k : f(k) � ÷¼òíî} è B = {k : f(k) � íå÷¼òíî}.
9. (IMC 2003, 1.2 )
S = a1 + . . . + a51, òîãäà b1 + . . . + b51 = 50S. Òàê êàê b ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé a, òî 50S = S, èëè
49S = S.
Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå 7. Òîãäà S = 0, òåì ñàìûì bi = a1 + . . . + a51 − ai = −ai. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, b ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé a è bi = aπ(i). Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íå 2, òîãäà íàáîðà ÷èñåë
a ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë: ai ↔ aπ(i), õîòÿ 51 ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì.
Õàðàêòåðèñòèêè 2 è 7 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. Äëÿ 7: ïîëå ïî ìîäóëþ 7 è ai = 1. Äëÿ äâóõ
óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå ïîëå ñ S = 0.
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